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摘  要 

随着上世纪中期量子光学理论的产生和不断完善, 光与物质的相互作用得

以从微观量子力学的角度做出理论解释, 并因此得以进一步深入探索. 其中量子

发射单元(Quantum Emitter, QE)与光学结构表面支持的表面等离激元(Surface 

Plasmon, SP)模式的耦合成为了近年来的研究热点. 本世纪初提出的变换光学

(Transformation Optics, TO)理论则为设计新异结构以调控经典波动提供了理论工

具. 同时, 随着实验技术的进步, 尤其是纳米微加工技术和 3D 打印技术的日趋

成熟, 上述领域的实验研究也得到了迅速推进. 本论文以近年来研究者们在上述

领域取得的相关成果为立足点, 通过进一步探索, 取得了一些有意义的新成果. 

论文的组织安排如下: 

第一章为绪论, 介绍了变换光学理论的研究现状, 表面等离激元(Surface 

Plasmon, SP)的研究现状以及量子发射单元与表面等离激元强耦合效应的研究进

展. 通过对相关领域研究进展的介绍, 为本论文工作的理论重要性和潜在的应用

价值做出了初步的定位. 

第二章为相关理论和计算方法, 重点介绍了变换光学理论, 电磁波辐射场的



 

 

正则量子化, 量子发射单元(Quantum Emitter, QE)与电磁场的相互作用, 系统的

谱密度以及 Wigner-Weiskopf 问题, 最后介绍了声子晶体在长波近似下的等效媒

质理论. 本章介绍的理论和方法在论文工作中均有涉及, 为后续章节提供了理论

依据. 

第三章为对纳米光腔中 QE-SP 强耦合(Strong Coupling, SC)现象的研究. 本

章在变换光学理论的框架下, 从求解QE与纳米颗粒二聚体(Dimer)型腔体构成的

系统的谱密度出发, 通过数值计算系统的动力学特性(Population Dynamics)和对

系统谱密度的 Lorentz 共振模式分解, 揭示了该系统在强耦合时存在两组具有不

同空间对称特性的 SP 模式及各自的激发条件. 最后利用本工作提出的理论较好

地验证了室温下单个染色分子与 SP 强耦合的实验结果. 

第四章为利用经典波演示天体运动规律的研究. 本章利用复平面上的保角

变换获得了模拟天体黑洞附近光线传播行为的声学结构. 为在实验室尺度下观

察和研究天体物理中的现象提供了一种可能的方案. 

第五章为波导管中声波的单向传播研究. 本章提出了波导管中基于梯度材

料的二维不对称声传播结构. 它具有与之前提出的模型有完全不同的物理机制. 

我们同时给出该结构基于声子晶体的一种实现方案. 数值仿真结果表明, 基于声

子晶体的实现方案实现了宽带的声波非对称传播. 另外, 该结构不会出现反射声

干扰声源的问题. 这一特性使得本结构应用在聚焦超声治疗等领域时具有独特

的优势. 

最后在第六章, 我们给出了本文的主要创新点和结论, 以及对今后工作的展

望.  

本文主要的创新点有: 1. 第一次将变换光学理论用于解决量子光学中的



 

 

QE-SP 强耦合问题, 通过数值和近似的解析结果, 揭示了纳米颗粒二聚体型腔体

与 QE 强耦合的物理机制, 并成功分析了最近发表的单分子与微纳腔体在室温下

实现强耦合的实验, 所得结果与实验结果获得了较好的吻合. 2. 第一次在声学领

域提出模拟天体力学现象的全方向吸声体结构, 并提出了可能的实现方案. 3. 第

一次在平直的声波导管中实现了声波的非对称传输.  

 

关键词：变换光学, 表面等离激元, 强耦合, 等效媒质理论, 非对称声传播 
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Abstract 

With the emergence and constant improvement of the theory of quantum optics 

since the middle of 20th century, the light-matter interactions are now 

comprehensively depicted by modern quantum theory. And it is still being further 

investigated. The strong coupling between quantum emitter (QE) and the surface 

plasmonic (SP) modes supported by nanometric cavities has been a hot topic recently. 

At the beginning of this century, the theory of Transformation Optics (TO) is 

proposed and extensively developed by exploiting the fruitful exsiting results in 

complex analysis and general relativity. The theory opens a new way of devising 

artificial structures to control classical wave motion. Meanwhile, with the rapid 

development of new technologies in experiment, especially the nanometric fabrication 



 

 

and the 3D printing techniques, the experimental investigation in the 

above-mentioned fields has also been fruitful. In this thesis, we are going to exhibit 

the research results obtained during my PhD years, which are based on the  

achievements made by numerous researchers in the related fields. 

The thesis is divided into following sections: 

In Chapter I, a brief introduction is given on the research status of 

Transformation Optics (TO), Surface Plasmon Polariton (SPP), and the strong 

coupling (SC) phenomenon of quantum emitters (QEs) in plasmonic nanocavites. 

In Chapter II, the theories and methods untilized thoroughout the thesis are 

reviewed, including the theory of Transformation Optics, the canonical quantization 

of radiative electromagnetic (EM) fields, quantum description of the interaction 

between QEs and EM fields, the introduction of the spectral density and the 

Wigner-Weiskopf problem, and the effective medium theory of phononic crystals 

under the long-wavelength approximation. 

In Chapter III, the plasmon-exciton strong coupling in nanocavities is studied. 

Under the theoretical framework of Transformation Optics, the sprectral density of the 

QE-dimer system is obtained both numerically and quasi-annalytically. The 

population dynamics is also studies which gives sufficient support for exploring the 

physical mechanism of SC of single QEs with SPs in a metallic dimer cavity. With the 

help of the Lorentzian-mode decomposition of the spectral density, two groups of 

hybridized SP modes with even and odd spatial symmetries and their corresponding 

excitation conditions are discovered. Finally the results of the recently published 



 

 

experiment on single-molecule strong coupling at room temperature in plasmonic 

nanocavities is retrieved with the developed theory with a relatively high accuracy. 

In Chapter IV, the classical wave analogue of celestial mechanics is studied. The 

conformal transformation is utilized to mimick the light propagation near celestial 

black holes. This analogue provides a possible scheme of investigating celestial 

phenomena under the conditions of the common optics labortaries. 

In Chapter V, the asymmetric acoustic propagation in a waveguide is studied. A 

two-dimentional gradient index configuration is proposed, which renders completely 

different physical mechanism compared with the previously devised structures. An 

implementation based on phononic crystals is designed, which shows very good 

agreement with the parameter-based prototype in numerical simulations. This 

configuration has its unique potential applications in fields like ultrasound therapy. 

Finally, in Chapter VI, the conclusions and the innovation points are summarized 

and the outlook of future development of the current works is briefly described. 

The main innovations of this paper are as follows: 1. For the first time, the theory 

of TO is used to solve the QE-SP strong coupling problem in quantum optics. 

Numerical and quasi-analytic results reveal the physical mechanism of QE-SP strong 

coupling in the dimer cavity. Based on the acquired results, we analyzed the recently 

published experiment which realized the single QE-SP strong coupling at room 

temperature. The analytical results exhibit a good match with the experimental data; 2. 

For the first time in acoustics we proposed an omnidirectional sound absorber that 

mimics celestial mechanics with acoustic beams, and put forward the possible 



 

 

realization of the structure; 3 we achieved the asymmetric transmission of sound 

waves in a straight acoustic waveguide. 

 

Keywords: Transformation Optics, Surface plasmon (SP), Strong coupling (SC), 

Effective medium theory, asymmetric acoustic propagation.  
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第1章 绪论 

19 世纪末, 以经典力学、经典电动力学、经典热力学和统计力学为三大支柱的经典

物理学日臻完善. 它不仅呈现出完整而又严谨的理论体系, 而且推动了人类社会物质文

明的巨大进步. 然而, 新的物理学发现接踵而至, 使经典物理学理论显得无能为力. 量

子力学和相对论的诞生, 使20世纪的物理学看到了新的曙光. 相对论彻底刷新了人类的

时空观以及对引力的认识. 而量子力学则精确地描述了除广义相对论中的引力以外的所

有其它物理基本相互作用. 随着对经典电磁理论中的辐射的成功量子化, 量子光学在描

述光与物质相互作用方面取得了巨大的成功. 随着实验技术的不断提高, 利用量子光学

的强有力理论武器探索人工微结构中的新异物理现象, 成为了当今研究者们极为感兴趣

的研究方向之一. 同时, 在相对论中对时间和空间的黎曼几何描述, 也让物理学家开始

重新审视经典物理中的一般规律. 变换光学(Transformation Optics)这一新的理论框架让

研究者们看到了经典电磁理论与广义相对论的联系竟然是如此紧密. 本章介绍本世纪初

兴起的变换光学理论的研究现状和量子光学中的一个热点问题, 即量子发射单元与表面

等离激元强耦合的研究现状, 同时对经典理论下的表面等离激元做一个简单的回顾. 对

这些理论与热点问题的既得成果的总结, 既为本论文的创新和探索提供了立足点, 也为

本论文在理论和实际中的重要性的定位提供了一些依据. 
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1.1 变换光学理论的研究现状 

变换光学(Transformation Optics)的提出始于 2006 年. J. B. Pendry 和 U. Leonhardt 分

别独立提出了利用坐标变换控制光的传播. Pendry 的理论以 Maxwell 方程组在坐标变换

下的形式不变性为基础, 揭示了空间的扭曲形变与介电常数和磁导率的空间分布的等效

关系.[1] Leonhardt 的理论始于几何光学中的 Fermat 原理, 利用 Helmholtz 方程在保角变

换下的形式不变性获得了保角变换改变光线传播路径与相应的介质折射率分布的等效

关系. [2] 随后, 基于 Maxwell 方程组在四维时空坐标中的协变性, Leonhardt 等引用广义

相对论的相关结论, 将控制光线传播路径的所谓变换媒质 (transformation media) 的本

构参数由弯曲时空的度规张量来表达.[3] 三种表述虽然各有侧重, 但是本质上都是利用

几何映射实现对光波传播的控制. 

变换光学理论最受瞩目的一个应用就是隐身斗篷(invisible cloak)的设计. 最初的方

案即由 Pendry 在提出变换光学理论时作为例子给出.[1] 该方案通过对空间的压缩产生了

不受光场影响的区域, 被隐身的物体放置其中.[4,5] 值得注意的是, 基于该设计的若干实

现方案均只能完美地工作在单一频率. 例如, Schurig 等利用开环谐振器(SRR)实现了微

波频段(8.5 GHz)的隐身斗篷.[6] Cai 等设计出了光学频段 (波长 632.8 nm) 的隐身斗篷. [7] 

为了在较宽的频带内实现隐身效果, Chen 等提出了简化方案, 该方案基于通过牺牲散射

截面换取了较宽的频带, 为实现宽带隐身斗篷提供了理论支持.[8] Kildishev 等通过引入

特定的色散媒质来实现宽带效果, 却同时引入了损耗.[9] 此后, Li等利用导体平面作为几

何边界, 提出了所谓地毯式斗篷.[10] 由于巧妙地利用真实空间中的全反射边界使用了所

谓准保角变换, 变换媒质的参数不出现奇点并可进一步做到各向同性, 这为宽带斗篷的

实现又提供了新的思路. Kan 等进一步利用任意弯曲边界提出了更易实现的隐身结
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构.[11,12] 除了利用对空间的压缩, Lai 等基于折叠变换提出的互补媒质斗篷使得被隐身物

可以放置于斗篷外,[13] Zhu 等进一步提出了基于单负参数媒质的非双盲斗篷,[14] 使得被

隐身物体可以接收到外界的信号, 这些都成为区别于 Pendry 斗篷的各具特点的隐身解

决方案. 除了隐身斗篷, 实现其它新颖功能的结构也通过变换光学理论提出. Yang 等利

用折叠变换的互补媒质, 实现了超散射体结构 (superscatterer) 以增大散射体的散射截

面.[15] 基于超散射体的提出, Luo 等提出了对通道入口的电磁隐藏, 使得在电磁波的探

测下呈现为一个全反射壁面.[16] 与隐身斗篷将物体隐藏而免于被探测不同的是, Lai 等

再次利用折叠变换实现了光学幻象, 使得一个物体在电磁波的探测下表现为另一物体, 

即具有另一物体的散射场特征.[17] 除了对真实物体散射场的消除利用了折叠变换外, 对

目标物体散射场的建立则使用了压缩变换. 光学幻象的提出使得传统的隐身斗篷成为了

幻象装置的一种特例, 使得隐藏这一概念的外延大大拓宽. 

 

 

图 1.1 (a) 大质量天体附近光线受引力场作用发生偏折. (b) 小球附近的光波导用来模拟光线被引力

场的偏折.[28] 

除了隐身斗篷和光学幻象等一系列以隐藏物体为基本目的的应用外, 变换光学与广

义相对论中相关结论的结合催生了在实验室尺度下模拟天体物理现象这一有趣的研究
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方向. 以 Leonhardt 等的结论为理论依据,[3] Genov 等提出了模拟天体运动规律的若干光

学模型.[19] 其中光学黑洞模拟了光线在大质量天体 (如恒星, 星云, 星系等) 附近的弯

折, 成为后来的热点问题. Narimanov 等提出了另一个各向同性的光学黑洞方案 (以下简

称“Narimanov 型黑洞”), 该方案从 Hamilton 光学的角度利用更为简单的线性分布的折

射率实现了对光的全方向吸收.[20,21] 这两个光学黑洞方案都实现了对光的全吸收, 同时

避免了使用运动媒质, 与之前的方案相比是一个突破.[22] 随后, 与 Narimanov 等的方案

类似的结构以及一些实验结果相继出现. Lu 等严格分析了 TM 波入射时 Narimanov 型黑

洞的特性并给出了基于五种各向同性材料的实现方案.[23,24] Wang 等在近红外区域利用

Narimanov 型黑洞组成的周期性阵列实现了宽角度光吸收体.[25] Argyropoulos 等利用

FDTD 的计算方法研究了二维和三维的 Narimanov 型黑洞, 其光吸收率达到 95%.[26] 实

验方面, Narimanov 型黑洞由 Cheng 等利用非共振梯度折射率材料首先实现.[27] Genov 提

出的方案由 Sheng 等实现.[28] Narimanov 型黑洞结构很快被研究者拓展到弹性波 (利用

保角变换) [29] 和流体中的声波 (基于二维 Maxwell 方程与流体声波方程的对应关系) 

中.[30] 然而, Genov 型黑洞与 Narimanov 型黑洞均不是 Einstein 场方程的解. Chen 等根据

真实 Schwarzschild 黑洞系统的度规张量提出了变换媒质的本构参数. 这是第一个真正

意义上的 Schwarzschild 型黑洞的光学类比.[31] Odabasi 等受该工作的启发, 研究了凹凸

表面的无反射光吸收进而提出所谓伪黑洞 (pseudo black holes) 的概念.[32] 此外, 研究

者们还提出了模拟天体动力学中其他有趣现象的经典波结构. Greenleaf 等设计出模拟宇

宙中虫洞的光学结构, 该结构使得光波能从结构中的管道一侧传播至另一侧, 而整个结

构不能被垂直于管道方向的电磁波探测到.[33] 
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图 1.2 三维新月形金属腔体的结构示意图(左), 利用反演变换求得的电场分布(右上), 吸收截面频谱

与结构开合程度的关系(右下).[39] 

 

变换光学除了在设计变换媒质以控制光波传播方面发挥了巨大作用外, 在求解具有

复杂几何边界的电磁场中也触发了新工作的诞生. 必须说明的是, 在计算电磁场和计算

流体力学等领域, 利用坐标映射以获得简单而规则的求解域边界是先于变换光学提出的

成熟计算方法.[34] 这里, 我们只关注近几年受变换光学启发而产生的新工作, 并不对所

使用方法是否是严格意义上的变换光学作讨论.[35] Luo 等将二维金属电介质层状结构与

楔形结构, V 型凹槽结构, 新月形结构, 粗糙金属表面等之间建立了保角映射, 将复杂的

几何结构都转化为理论上已经解决的层状结构, 方便地获得了复杂结构附近的场分布, 

结构的吸收截面等重要特性.[36] 对于三维结构, Fernández-Domínguez 等直接利用反演变

换将互相接触的双球模型映射为双无限厚平板结构, 获得了接触的双球模型的吸收截面

和光场分布, 尤其是解析地描述了近场的场增强现象.[37,38] Fernández-Domínguez 等进一

步利用反演变换分析了三维新月形金属腔体.[39] Li 等第一次将反演变换用于量子光学, 
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描述了量子发射单元与二聚体(Dimer)系统的强耦合问题的物理机制, 揭示了具有不同

空间对称性特征的模式的不同激发机制.[40] 在此期间, Pendry 等先总结了二维情形下, 

利用保角变换消除结构几何奇异性的例子.[41] 随后, 又总结了反演变换在三维二聚体系

统中的运用.[42] 

由此可见, 变换光学通过与复变函数, 黎曼几何, 广义相对论, 反演几何等领域的

融合, 不断发展至今. 这证明了该理论具有很强的生命力和巨大的发展前景. 
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1.2 量子发射单元与表面等离激元强耦合的研究现状 

1.2.1 表面等离激元(Surface Plasmon, SP)简介 

表面等离激元(SP)是导体与电介质的分界面处的电荷集体振荡. 该振荡包括两种形

式: (1) 沿导体表面传播的电荷密度波; (2) 局域化的电荷振荡(见于金属纳米颗粒表面

等). 金属纳米颗粒上形成局域化电荷振荡, 主要是由于纳米级金属颗粒的大小尺度与

外界电磁场对金属的穿透深度相当, 电磁场可以穿过颗粒传播, 造成电荷的定向聚集, 

进而产生恢复力, 形成振荡. 从宏观角度看, 沿金属表面传播的电荷密度波对应着导体

和电介质分界面处的 TM 表面波(即 SPP), 它沿界面法线向两侧衰减, 沿着界面传播. 金

属纳米颗粒上的局域化电荷振荡对应于局域化等离激元(Localized Surface Plasmon, 

LSP), 这是非传播的电磁场模式. [43] 

 

图 1.3 不同几何表面 SP 模式的电荷分布示意图. (a) 导体表面为平面; (b) 圆柱形导体线 (c) 纳米金

属球表面的偶极 SP 模式. 
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1899 年, Sommerfeld 第一次描述了不同媒质的界面上存在电磁表面波模式, 并且其

传播可由界面导引.[44] 1907 年, Zenneck 从数学上验证了其正确性.[45] 历史上首次观察到

的与 SP有关的实验现象可追溯到 1902年Robert W. Wood观测到金属光栅的透射谱存在

一个无法解释的零点 (后称为Wood异常).[46] 此时虽然没有提出SP的概念, Fano却利用

Sommerfeld 等的理论解释了这一现象.[47] 1957 年, Ritchie 在关于电子透过金属薄膜能量

损失的研究报告中提出 SP 模式可存在于金属表面附近. 这是历史上第一次对 SP 的理论

描述.[48] 随后, Wood 异常被成功地解释为由金属光栅表面的表面等离子共振 (SNR) 所

致.[49] 随后, SP 与金属纳米颗粒的光学特性之间的联系开始被建立. 1970 年, Kreibig 等

第一次用 SP 的概念来描述 Au 和 Ag 纳米颗粒的光学性质.[50] 四年后, Cunningham 等正

式提出 SPP, 即表面等离极化激元的概念.[51] 最近, 随着制造和加工工艺水平的不断提

高, 金属纳米结构得到了极大的重视, 这使得在纳米尺度上控制光的传播取得飞速的发

展. 例如, Takahara 等的研究表明, 纳米级直径的金属线可以传导光束.[52] Ebbesen 等则

首先在实验中观测到亚波长金属孔阵列的异常透射现象  (Extraordinary Optical 

Transmission, EOT). 该现象引起了研究者的极大兴趣, 他们从理论上彻底地分析了该现

象的物理机制与金属表面 SP 之间的关系,[53-56] 指出金属孔阵列的上下表面的 SP 通过孔

中的倏逝波形成耦合, 是金属结构较薄时的超透射成因. 当金属结构增厚以致上下表面

的 SP 不出现耦合时, 透射峰出现在 SP 在界面内的波数等于 2 d (d 为空洞阵列的长度

周期) 时对应的波长处.[54] 不久后, Lezec 等发现入射面被周期性凹槽包围的单个孔隙也

会产生 EOT 现象.[57] 而且, 当周期性凹槽位于出射波一侧的表面时, 光束出现所谓自准

直或定向发射的现象. García-Vidal 和 Martín-Moreno 等理论上给出了 TM 波入射时, 凹

槽包围的单孔结构的超透射特性, 并给出了实验验证. 此时除了单孔中波导模式的作用, 
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凹槽内的谐振模式再辐射至单孔位置时的同相位现象导致了透射的增强. 自准直现象与

EOT 一样也源于凹槽表面的表面波模式.[58-62] 事实上, 由理想导体构成的孔洞阵列也存

在 EOT 现象.[63] 虽然理想导体平面不支持 SP, 具有周期性凹槽或空洞结构的理想导体

却可以支持所谓的 Spoof SP, 实则仅为宏观上的表面波模式, 与电子密度波无关, 亦即

不是传统定义上的 SPP.[64,65] 表层被周期性调制的光子晶体同样支持与周期性凹槽包围

的单孔类似的 EOT 和自准直现象. 这也是光子晶体表面的表面波模式导致的.[66] 

在 EOT 现象被广泛研究的同时, 金属条带(Metal Strips, MS)上的 SPP 也引起表面波

光学器件研究者的兴趣. Berini 等在研究中发现 MS 能支持长程 SPP 模式. 这些模式在通

信频段传输距离可达到毫米量级.[67-69] 研究者们利用 MS 在 SPP 方面的特性已经在实验

上制备了调制器和耦合器等器件,[70-72] 这些突破必将推动共面结构的集成光学系统设

计.  

 

 

图 1.4 表层光子晶体被周期性调制后, 透过狭缝的光场能流分布.[66] 

 

总之, SP 在理论研究和技术应用领域均有广阔的发展空间. 一方面, 它具有在亚波

长尺度上控制和局域电磁场的能力, 并能以表面波模态传播高达数百个波长之距. 另一
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方面, SP 将宏观电磁场与微观电子振荡联系在一起. 作为联系了宏观和微观两个尺度的

物理现象, SP 必将更有可能与其他领域结合, 产生更多有意义的新结果. 

 

1.2.2 量子发射单元与表面等离激元的强耦合 

量子发射单元(Quantum Emitter, QE)的能级跃迁导致的光子辐射受体系中光学环境

影响. 近年来, 随着纳米级微加工工艺水平的提高和 SP 具有极小的模式体积这一独特

优势, QE 与 SP 的强耦合受到了广泛关注. 当 QE 与 SP 相互作用较弱时, 仅发生自发辐

射速率的改变, 系统处于所谓弱耦合区(Weak Coupling, WC). 当两者的相互作用足够强

时, QE 与 SP 在远小于二者存在寿命的时间尺度内不断交换能量, 此时称整个系统进入

强耦合区(Strong Coupling, SC). 处于强耦合区时, 系统色散曲线与非耦合时相比发生能

量(频率)偏移(图 1.5), 即所谓 Rabi 分裂.  

 

 

图 1.5 红色点划线为不存在耦合时, QE 和 SPP 的色散曲线. 黑色实线为 QE-SPP 系统在强耦合时的

色散曲线.  
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实验方面, 研究者们首先观测到 J-聚集体(J-aggregates)与 SP 的强耦合.[73-76] Bellessa

等将 J-聚集体放置于 Ag 薄膜上, 室温下测量到的 Rabi 分裂达到 180 meV.[73] Dintinger

等深入研究了 J-聚集体与亚波长孔阵列表面的 SP 的相互作用, 测量到高达 250 meV 的

Rabi 分裂.[74] 随后, 其他染料分子 (Dye Molecules),[77,78] 光致变色分子 (Photochromic 

Molecules)[79] 以及量子点[80] 与 SP 的强耦合也在实验上观测到. 通常分子与 SP 的强耦

合在极低温度下才较易实现, 最近, Chikkaraddy 等报道了室温下单个染色分子与 SP 的

强耦合.[81] 实验中使用了间距为 0.9 nm 的 Au 纳米颗粒和 Au 薄膜构成的光学微腔, 亚

甲基蓝染料分子置于间隙中. 对于单个分子的情形, 研究者观测到 90 meV Rabi 分裂, 

而分子数为 10 时, Rabi 分裂可达到 300 meV. 该成果证明, 对单分子来说，即使在室温

条件和金属有很强的光吸收作用的情况下，分子与 SP 的强耦合仍可实现. 

 

 

图 1.6 Baumberg 教授课题组的实验结构示意图. 染料分子置于 Au 纳米颗粒和 Au 薄膜的间隙中. 间

隙 0.9 nm. 图中给出了间隙及附近的电场分布.[81] 

 

理论方面, González-Tudela 等建立了二维金属表面的 QE 和传播态 SPP 相互作用的
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纯量子模型. 模型考虑了系统耗散和失谐等因素. 该模型深入分析了 QE-SPP 强耦合的

物理机制, 指出了对强耦合至关重要的物理参数.[82] 几乎同时, Hümmer 等利用 Green 函

数方法建立了二能级 QE 与单模波导中的 SPP 相互作用的量子理论,[83] 并利用数值计算

具体分析了波导的不同几何形状, 环境的温度等因素对强耦合的影响. González-Tudela

等率先研究了单个 QE 与金属平面 SPP 强耦合时的可逆动力学特性  (Reversible 

Dynamics).[84] 此时系统的谱密度可近似表示为单个 Lorentz 共振模式, 这使得动力学特

性在所谓旋波近似(RWA)下可以获得近似的解析形式. 除了金属平面, QE 与金属纳米颗

粒的强耦合也是研究者感兴趣的问题.[85-90] Vlack等利用Green函数方法研究了单个量子

点与金属纳米颗粒的相互作用, 讨论了对量子点使用偶极近似与否对结果的影响, 以及

高阶 SP 模式对局域光子态密度 (LDOS) 和光子 Lamb 移位的重要影响.[85] Delga 等继续

深入研究了 QE 与金属纳米颗粒的强耦合. 结论指出, 对于单个 QE, 参与能量交换的 SP

模式为由非辐射的多极模式构成的所谓伪模式(Pseudomode); 对于 QE 群, 偶极模式与

QE的能量交换也会发生.[91,92] 近来, 一个引起广泛关注的结构是纳米颗粒二聚体(Dimer)

系统.[93-97] 由于两个颗粒的节点处巨大的场增强相应, 已经在表面增强 Raman 光谱

(SERS)等领域体现出了独具的应用价值.[93,94] 然而, 对于 QE 与金属纳米颗粒二聚体中

SPP 的强耦合的研究还未曾深入. Savasta 等利用精确的散射计算得出, 单个 QE 置于金

属纳米颗粒二聚体间隙时, 可以出现真空 Rabi 分裂现象. 然而, 他们尚未揭示强耦合现

象的物理机制是两个金属纳米球各自与 QE 作用还是二聚体的杂化模式与 QE 作用. Li

等利用变换光学理论, 对纳米二聚体型中 QE-SP 的强耦合做了深入的研究. 结论指出, 

此时虽然依然是所谓伪模式 (一系列高阶模式的重叠导致) 控制了系统的强耦合过程, 

但是高阶模式中存在对称与反对称两类模式, 而反对称模式即为二聚体所支持的杂化模
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式. 因此, 金属纳米二聚体中 QE-SP 的强耦合与二聚体支持的杂化 SP 模式是有关的. 

关于QE-SP强耦合的研究还在突飞猛进的进行中. 理论方面的研究已经对该问题给

出了较为理准确的描述. 随着纳米加工制造工艺水平的进一步提高, 相应的实验研究必

将继续取得更大突破.  
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第2章 理论与方法 

本章介绍论文用到的基本理论和计算方法. 其中 2.1 节变换光学理论在第 3

章中被用来简化求解系统的几何边界以获得便于解析求解的高对称性结构, 在

第 4章中用来设计全方向声吸收体, 并将具有不同梯度分布的声束偏转器归纳于

同一类坐标变换之下. 2.2节和2.3节为第3章解决QE-SP强耦合问题的理论基础. 

2.4 节介绍了声子晶体的等效媒质理论, 作为梯度折射率媒质的一种实现方案在

第 5 章中涉及到. 2.5 节介绍的有限元计算方法贯穿于全文所有进行数值仿真的

计算. 
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2.1 变换光学理论和反演变换 

变换光学基于Maxwell方程组在坐标变换下的形式不变性, 从不同空间中电

磁场之间的几何映射出发，建立起媒质的本构参数之间的关系, 从而为设计新颖

的电磁波器件提供了方案. 本节从Maxwell方程组出发, 推导得出变换光学理论. 

接着介绍一种特殊的几何变换: 反演变换. 这将成为第 3 章的理论基础. 

考虑空间 1 到空间 2 的坐标变换表示 ( )  r r r r , 其中r和 r 分别为空间 1

和空间 2 的位置矢量, 同时约定空间 2 中的算符和物理量均用上标撇标出以示区

分, 该约定针对后面所有章节. Jacobi 矩阵Λ 的矩阵元则可表示为 ij i j
   r r . 

对于标量场 , 在坐标变换下保持值不变 ( ) ( )   r r . 对于矢量场 v , 在变换下

须满足关系: T v Λ v . 对于矢量算符同样有: T   Λ .  

空间 1 中, 微分形式的自由空间 Maxwell 方程组可写作:[1] 

 
t


  


B

E ,                       (2.1.1a) 

 
t


 


D

H ,                        (2.1.1b) 

0 D ,                          (2.1.1c) 

 0 B .                          (2.1.1d) 

本构关系表示为: D εE , B μH . 其中, ε 和μ分别为空间 1 中的介电张量

(permittivity)和磁导率(permeability)张量.  

在变换 ( ) r r r 下, 方程(2.1.1a)左侧可化为 T T( ) ( )  Λ Λ E = 1( )   Λ Λ E . 

右侧可化为 t  μ H = T t  μΛ H . 因此有: 1( )   Λ Λ E = T t  μΛ H . 与

空间 2 中   E = t   μ H 对比可得空间 2 中的磁导率张量: 
1 T μ Λ ΛμΛ . 

类似地, 利用方程(2.1.1b)可得空间 2 中的介电张量: 
1 T ε Λ ΛεΛ . 于是, 
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在坐标变换 ( ) r r r 下, 空间 2 中媒质的本构参数须满足:[2]  

 
T

 
ΛεΛ

ε
Λ

,                         (2.1.2a) 

 
T

 
ΛμΛ

μ
Λ

.                         (2.1.2b) 

其中Λ 为 Jacobi 矩阵, 其矩阵元 ij i j   r r . 

对于任意的标量波动, 其空间变化部分 ( ) r 都可以用 Helmholtz 方程来描述: 

2 2 2
0( ) ( ) 0n k   r . 这里 0k 为电磁波在真空中的波数, n c v 为折射率( c 为真

空中电磁波速, v 为介质中电磁波速, 对于必须依赖介质传播的机械波, 选取一

种参考介质即可). 特别地, 对于二维问题, 存在空间 1 到空间 2 的复映射

( )z z z z   , 同时 Helmholtz 方程写作: 
2

2 2
0( ) ( ) 0n k

z z



 

 
r , 其中符号表

示复共轭. 为使方程在坐标变换下形式保持不变, 空间 2 的折射率分布 ( )n z 满

足:[3]  

 
d

( ) ( )
d

z
n z n z

z


  .                       (2.1.3) 

利用复变量描述二维空间的变换光学在第 4 章中有运用. 

反演变换是反演几何(inversive geometry)中的最基本操作, 它将点r关于反

演中心 0R 映射到其反演点 r . r和 r 之间满足关系:[4] 

  
2
T

0 02

0

R   
 

r R r R
r R

,                   (2.1.4a) 

对于从空间 1 到空间 2 的反演变换, 须在空间 2 中另取反演点 0R , (2.1.4a)变为: 

  
2
T

0 02

0

R    
 

r R r R
r R

.                 (2.1.4b)  



南京大学博士毕业论文 

29 

 

这里的 2
TR 为任意常数. 反演变换是保角变换, 具有很多有用的性质, 在第 3 章中

有应用. 尤其重要的性质是: 球面在反演变换后依然为球面, 且反演点与球面的

位置关系(这里指点在球内, 球面或球外)不改变. 

 

 

图 2.1 反演变换 (2.1.4a)示意图. 反演点为 R0. 点r经反演变换映射为点 r . 对于不同坐标

系之间的反演映射, 须在两坐标系中分别选取反演点. 
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2.2 电磁辐射场的量子化 

考虑自由空间 Maxwell 方程组(2.1.1), 场变量 E 和 B 可以由标量势和矢量

势 A 来表示:[1]   

 
t

 
  


A

E ,                       (2.2.1a) 

 B A .                          (2.2.1b) 

当取Coulomb规范 0 A 时, 自由空间里的矢量势A 满足齐次波动方程而标量

势满足 Laplace 方程:[1] 

 
2

2
2 2

1
0

c t


  


A

A ,                      (2.2.2a) 

 2 0  .                      (2.2.2b) 

考虑一个边长为 L 的立方腔体, 即所谓量化腔(quantization cavity), 并设定其具

有周期性边界条件. 矢量势 A 可写成腔体的一系列行波模式的叠加: 

 i i i i*

1,2

( , ) [ e e ]t tt A A 
  



    



   k kk r k r
k k k

k

A r e .              (2.2.3) 

其中, c k k 为模式的简正频率. = 1, 2 分别表示相互垂直的两个极化方向. 

周期性边界条件使得波矢 k = (kx, ky, kz) 的三个坐标分量满足 ki = 2 i L , 

0, 1, 2....i    , i = x, y, z. 单位矢量 ke 表示波矢为 k 的平面波的第个极化方向. 

而 Coulomb 规范 0 A 的选取使得 0  ke k , = 1, 2. 

以下求解量化腔中辐射场的能量 . 由于电场中的无旋部分  由方程

(2.2.2b)决定, 这是静电场, 因此必须剔除. 故辐射电场取 Erad = t A , 即: 

i i i i*2 2
rad

1,2

( , ) [ e e ]
t t

t A A
  

  



      



   k kk r k r

k k k k
k

E r e .           (2.2.4) 

辐射磁场 Brad = A , 即: 
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 i i i i*
rad

1,2

( , ) i [ e e ]t tt A A 
  



    



    k kk r k r
k k k

k

B r k e .          (2.2.5) 

因此, 量化腔中的辐射电磁场的总能量为: 

 1 3
rad 0 rad rad 0 rad rad

cavity

1
( )d

2
E       E E B B r .                (2.2.6)  

将(2.2.4)和(2.2.5)代入(2.2.6), 最后得到: 

 3 2 * *
rad 0

1,2

[ ]E L A A A A   


 


   k k k k k
k

.                  (2.2.7) 

而一维线性量子谐振子的 Hamilton 量可写作: [5] 

  † † †1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

H aa a a a a      
 

  .                 (2.2.8)  

令
3

0 ˆ(2 )A L a  k k k , * 3 †
0 ˆ(2 )A L a  k k k , 辐射场能量(2.2.7)化为辐射

场的 Hamilton 量: 

 † † †
rad

1,2 1,2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

H a a a a a a     
 

 
 

     
 

 k k k k k k k k
k k

       (2.2.9) 

从(2.2.9)可以清楚地看出, 电磁辐射场可看做一系列具有不同固有频率k 的一

维线性量子谐振子的叠加. (2.2.9) 中的算符 †â k 和 â k 分别称为光子的产生和湮

灭算符. 其性质完全类似一维线性量子谐振子 Hamilton 量中的 †â 和 â . 

以下为了方便, 略去(2.2.9)第二个等号后括号内的常数1 2 , 该项仅仅对各

能级的能量值作了平移. 因此(2.2.9)可写成: 

 †
rad

,

ˆ ˆ ˆH a a 


 k k k
k

 .                      (2.2.10) 

辐射电场也可由算符表示: 

i i i i3 †2 2
rad 0

1,2

ˆ ˆ ˆ( , ) (2 )[ e e ]
t t

t L a a
  

  


 
      



   k kk r k r

k k k k
k

E r e  .   (2.2.11) 
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2.3 量子发射单元(QE)与电磁场的相互作用 

2.3.1 QE 的二能级系统 (2LS) 近似 

如绪论中所述, 实际中 QE (如半导体量子点或分子等) 的能级分布通常要

远远复杂于 2LS 模型. 然而, 我们研究中感兴趣的只是其中两个能级之间的跃迁, 

其他的能级与它们之间往往存在足够大的能级差以致于对我们感兴趣的跃迁过

程的影响可以基本忽略. 当 QE 近似地用 2LS 描述时, 我们只须关注两个参数, 

跃迁频率 0  (transition frequency)和跃迁电偶极矩μ(transition dipole moment). 

用 g 和 e 分别表示两个能级中的较低能级(基态)和较高能级(激发态), 则

† e g  和 g e  分别表示 QE 的产生(creation)和湮灭(annihilation)算符. 

其 Hamilton 量可表示为:[5] 

 †
0 0Ĥ    .                        (2.3.1) 

 

2.3.2 耦合体系的 Hamilton 量 

在偶极近似下, QE与电磁场的相互作用Hamilton量可表示为 I
ˆ ˆ ˆH   d E . 其

中 QE 的电偶极矩算符 †ˆ ( )  d μ . 利用(2.2.11)式, 相互作用 Hamilton 量计算

如下: 

0 0

0 0

i i i ii i† 3 †2 2
I 0

,

i i i ii i† †2 2

,

ˆ ˆ ˆ( ) ( e e ) (2 )[ e e ]

ˆ ˆ( e e )[ e e ].

t tt t

t tt t

H t L a a

g a a

   
  



   
  



   

 

      

      

   

  





k k

k k

k r k r

k k k k
k

k r k r

k k k
k

μ e 



(2.3.2) 
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其 中
3

0(2 )g L   k k kμ e 定 义 为 耦 合 常 数 . 由 于
0i i( )

2ˆ e
t

a
 


   kk r

k 和

0i i( )† † 2ˆ e
t

a
 


    kk r

k 为快速振荡项, 故其周期平均值可忽略, 即所谓旋波近似

(RWA). 因此, 周期平均后的相互作用 Hamilton 量为: 

 † †
I

,

ˆ ˆ ˆ( ).H g a a  


   k k k
k

                    (2.3.3) 

系统的总 Hamilton 量为: 

† † † †
tot 0 rad I 0

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )H H H H a a g a a    
 

            k k k k k k
k k

   . (2.3.4) 

值得注意的是, (2.3.4)中的两个求和项如果只取单模, 即选定一组 k 和 , 就退化

为著名的 Jaynes-Cummings 模型. 

 

2.3.3 系统的谱密度以及 Wigner-Weiskopf 问题[6] 

获得了体系的 Hamilton 量以后, 我们可以求解系统的动力学特性(population 

dynamics). 整个系统可能处于两种状态: 1. QE 处于激发态 e , 未有光子辐射出, 

故系统没有任何电磁波模式, 系统的总波函数记作 ,0e ; 2. QE 处于基态 g , 此

时由于 QE 释放出光子 0 , 系统具有一个电磁波模态, 故系统的总波函数记作

,1g k , 下标 k 表示模态的波矢. 为了计算方便, 以上两种状态均可借助算符用

g 和 0 来表示:  

 †,0 0e gk k ,                         (2.3.5a) 

  †,1 0g g ak k k .                         (2.3.5b) 

则系统演化过程中任一时刻 t 的波函数 ( )t 可表示为 ,0e 和 ,1g k 的线性组合: 

 e g( ) ( ) ,0 ( ) ,1t c t e c t g  k k .               (2.3.6) 
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将(2.3.6)代入 Schrödinger 方程: 

 tot

( ) ˆi ( )
t

H t
t

 
 


 ,                      (2.3.6) 

最终得到关于 e ( )c t 的微分积分方程: 

 0i( )( )
e e0 0

d
( ) d d ( )e ( )

d
tc t J c

t
     

      .             (2.3.7) 

式中 ( )J  即系统的谱密度(spectral density). 它由下式定义: 

  
2

0 02
0

( ) Im ( , , )J
c

 


  μ G r r μ


.               (2.3.8) 

其中, 0 0( , , )G r r 为系统的 Dyadic Green 函数在源点 0r 的值. 方程(2.3.7)即为著

名的 Wigner-Weiskopf 问题, 它联系了系统的谱密度(频域特性)和动力学特性之

间的关系. 其中
2

e( ) ( )n t c t (population dynamics)给出了单个系统处于激发态的

概率或相应系综中处于激发态的系统数的占比. 

另一方面, 当光源为偶极子时, 经典光学中的 Purcell 因子可表示为:[7] 

 
 
 

0 0

0 0 0

Im ( , , )

Im ( , , )
P




 


 
μ G r r μ

μ G r r μ
.                    (2.3.9) 

(2.3.9) 式分母中的 0 0 0( , , )G r r 是自由空间 Dyadic Green 函数在源点 0r 的值. 我

们根据(2.3.8)写出自由空间系统的谱密度: 

  
2

0 0 0 02
0

( ) Im ( , , )J
c

 


  μ G r r μ


,             (2.3.10) 

由于 0 0 0( , , )G r r 已知, 故 0( )J  亦已知. 比较(2.3.8), (2.3.9)和(2.3.10)式, 我

们得到 Purcell 因子与系统谱密度的重要关系: 

 
0

( )
( )

( )

J
P

J




 .                         (2.3.11) 

因此, 我们可通过求解 Purcell 因子 ( )P  来获得系统的谱密度 ( )J  . (2.3.11) 式
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的重要意义在于, 它联系了经典光学和量子光学中的物理量, 使得量子光学问题

的求解可以部分借助经典光学理论进行. 这在第 3 章里有应用.  
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2.4 长波近似下声子晶体的等效媒质理论[8-11] 

本节给出长波近似下二维声子晶体的等效媒质参数. 由于求解过程使用了

多重散射法(MST), 等效参数的解析形式较容易获得. 这使得对等效媒质参数与

几何参数之间的依赖关系的讨论变得十分方便, 物理意义也显得非常明确. 

在二维声子晶体中, 假定填充物为 N 个柱体, 密度为 a , 声速为 ac . 其位置

用 Rα (α = 1, 2, …, N) 表示. 背景媒质密度 b , 声速 bc . 入射声场可写为: 

 ext ext i( , ) ( )e q
q q

q

p r A J kr   .                     (2.4.1) 

其中 bk c , ( )qJ  为 Bessel函数. 整个声子晶体的总散射场 pscatt为 N 个圆柱体

的散射场之和, 即 scatt scatt

1

( , ) ( , )
N

p r p r


 


 . 其中单个散射体的散射场 scattp 可写

为: 

 iscatt
,( , ) ( )e q
q q

q

p r A H kr 
    .                  (2.4.2) 

其中, ( )qH  为第一类 Hankel 函数, ( r ,  )为原点位于柱体 处的极坐标. 作用

于柱体 的总入射场 incp 为 extp 与其余N – 1个柱体的散射场之和. 这里先形式上

将 p 用 Bessel 函数展开: 

 iinc
,( , ) ( )e q
s s

s

p r B J kr 
      .                  (2.4.3) 

根据上述 incp , extp , scatt ( , )p r  三者的关系, 可得系数B 和 A (  )之间满足: 

 
i( )i( )ext

, ,[ ( )e ( )e ]s qs q
q s s q s q s

s

B A J kR A H kr  
   

 

 
 



   .       (2.4.4) 

同时, A 与B 之间还满足线性关系: 

, ,q qs s
s

A T B  .                         (2.4.5) 

(2.4.4) 两边乘以 ,rqT 并对指标 q 求和, 可得: 
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 , , , ,r rs s r
s

A G A S   


  .                   (2.4.6) 

其中, i( - )
, ,(1 ) ( )e s q
rs rq q s

q

G T H kr 
      , i( ) ext

, , ( )e s q
r rq s q s

s q

S T J kR A
  

 
 . 

令 ,rsM = rs  - ,rsG , 可将(2.4.6)写为: 

 , , ,rs s r
s

M A S  


 .                     (2.4.7) 

其中指标 ,  = 1, 2, …, N. 指标 r, s 取决于对式 (2.4.1) 至 (2.4.3) 级数展开的

截断. 这里假定(2.4.1)中指标 q 取 maxq q . 这样, 所有 N 个散射体的散射系数

,rA 均可由矩阵方程(2.4.7)求得, 形式上写为: 

 1
, , ,r rs s

s

A M S  


 .                     (2.4.8) 

整个声子晶体的区域外部, 总散射场pscatt除了表示为N个散射体的散射场之

和, 也可看做一个中心位于原点的等效柱形散射体的散射, 因此可直接表示为第

一类 Hankel 函数的级数: 

 scatt out i( )e p
p p

p

p A H kr  .                    (2.4.9) 

其中 max{ , [1, ]}r R N    . 系数 out
pA  与单个散射体的散射系数 ,qA 的关系可

表示为: 

 i( - )out
, ( )e q p

p q p q
q

A A J kR 
 




 .               (2.4.10) 

将(2.4.8)代入(2.4.10), 最终可得 out eff ext
p ps s

s

A T A , 其中: 

 eff 1 *
, , , ,

, , ,
ps pq qr rt st

r q t

T J M T J   
 

 .                (2.4.11) 

另一方面, 一个柱体的T矩阵可由自身的几何参数, 物理参数(密度, 弹性模量等)

共同确定.[10] 因此, 上述等效柱体的 T 矩阵实则已知, 假定矩阵元可以记为 cyl
psT . 

在长波近似下, 等效柱体的散射场趋近于声子晶体总散射场等价于: 

 eff cyl
ps psT T , ,p s .                     (2.4.12) 
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通过求解(2.4.12), 即可确定等效柱体的几何参数和物理参数. 如果假定所有柱

体均为圆柱, 则等效密度 eff 和等效声速 effc 可表示为: 

 a b
eff b

a b

( ) ( )

( ) ( )

f f

f f

  
 

    


    
;               (2.4.13a) 

 
2 2 2

eff eff a a b b

1 1f f

c c c  
 

  
 

.                 (2.4.13b) 

其中参数 定义为 1 1 1
,11

,

N M
 

     . 对于绝对刚性圆柱构成的声子晶体, 令

a  , (2.4.13)简化为: 

 eff b

1

1

f

f
 




;                     (2.4.14a) 

 b
eff

1

c
c

f



.                      (2.4.14b) 

本文的第 5章将利用亚波长尺度下声子晶体的等效媒质特性, 给出实现波导管中

声波单向传输的一种方案.  
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2.5 有限元方法简介 

随着电子计算机的计算能力突飞猛进的提高, 有限元方法已经成为科学研

究和工程设计中应用最为广泛的数值方法之一. 

有限元法的基本思想是这样的: 首先将求解区域划分为若干个单元, 各单元

通过边界上的结点相互连接. 每个结点上要求解的物理量设为未知数. 这样就把

求解连续分布的场量的问题简化为有限未知量的求解问题. 然后建立求解该组

未知量的数学模型, 得到求解结点未知数的所谓有限元求解方程. 解出各结点处

物理量的值后, 根据每个单元内部的选取的合适的插值函数, 求出每个单元内的

物理量. 

在实际计算中, 无论使用成熟的商用软件还是为具体问题编写个性化解决

方案, 有限元方法的执行流程必须包含以下步骤: 

(1) 建立积分方程 (弱形式), 根据变分原理或方程余量与权函数正交化原理，

建立与微分方程初边值问题等价的积分表达式. 

(2) 单元剖分, 根据求解区域的形状及实际问题的物理特点, 将区域剖分为

若干相互连接, 不重叠的单元. 除了给单元和节点进行编号和确定相互之间的关

系, 还要表示节点的位置坐标, 并列出自然边界和本质边界的节点序号和相应的

边界值. 

(3) 确定单元基函数, 根据单元中节点数目及对近似解精度的要求, 选择满

足一定插值条件的插值函数作为单元基函数. 

(4) 单元分析. 将各个单元中的求解函数用单元基函数的线性组合表达式逼

近; 再将近似函数代入积分方程, 并对单元区域进行积分, 可获得含有待定系数
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(即单元中各节点的参数值)的代数方程组，称为单元有限元方程。 

(5) 总体合成. 在得出单元有限元方程之后，将区域中所有单元有限元方程

按一定法则累加，形成总体有限元方程。 

(6) 边界条件的处理. 一般边界条件有三种形式: 本质边界条件, 自然边界

条件, 混合边界条件. 自然边界条件一般在积分表达式中可自动得到满足. 本质

边界条件和混合边界条件需按一定法则对总体有限元方程进行修正满足。 

(7) 解有限元方程: 根据边界条件修正的总体有限元方程组, 是含所有待定

未知量的封闭方程组, 采用适当的数值计算方法求解, 可求得各节点的函数值. 

本文使用的为商业有限元软件 COMSOL Multiphysics. 该软件最初为

MATLAB 软件的一个工具包, 后逐步发展为一个独立的软件. 该软件界面友好, 

求解效率高, 且能求解多物理场耦合问题, 在科学研究和工程设计中的应用非常

广泛. 
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第3章 纳米光腔中量子发射单元与表面等离激元的强

耦合 

随着量子光学理论的日趋成熟, 光与物质的相互作用问题的理论研究得到

了长足的发展. 21 世纪以来, 纳米微加工技术日趋成熟, 微纳光腔与量子发射单

元(QE)的相互作用成为了一个热点问题. 在这之中, QE 与微纳腔体支持的 SP 之

间的强耦合问题备受关注. 其中的一个原因是在未来的量子信息处理系统中, 

QE-SP 强耦合体系有望成为其中的基本构建单元. 本章研究的是 QE-SP 在二聚

体(Dimer)型腔体中强耦合的物理机制. 鉴于 Dimer 型腔体可看做单个纳米球, 

NPoM 型腔体等结构的一般化情况, 研究它具有较强的理论意义, 也对未来相关

腔体中进行强耦合实验具有指导意义. 
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3.1 研究背景 

作为纳米尺度上光与物质相互作用的重要物理机制, 量子发射单元(QE)与

表面等离激元(SP)的耦合效应引起了研究者的极大兴趣[1-3]. 研究者关注的焦点

源于突破经典光学衍射极限对电磁场的控制和放大增强. 当 QE 和 SP 之间的相

互作用进入强耦合方式时, 两个子系统在短于它们各自寿命的时间尺度内交换

能量, 共同构成了被称作等离子体-激子-极化子(plasmon-exciton-exciton, PEP)的

复合体系[2]. 对 QE 与 SP 构成的 PEP 的研究在理论[4-9][14-16]上已取得了重大进展. 

对 QE 集合体与 SP 的相互作用的实验研究也已逐渐深入[10-13]，而单个 QE 与 SP

耦合实验的实验研究则随着纳米微加工工艺水平的提高逐步展开[17]. 尽管如此, 

本工作利用变换光学为工具描述 PEP 复合体系的强耦合机理, 这在该领域尚属

首次. 利用变换光学对结构的几何特征的灵活转化, 本工作从全新的角度阐释了

二聚体型纳米颗粒与 2LS 强耦合的物理机制和激发条件, 为实验上进一步研究

单个 QE 与 SP 构成的 PEP 系统提供了理论依据. 
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3.2 系统模型及反演变换 

图 3.1 给出本工作研究的系统模型. 它由两个半径均为 R 的纳米小球

(nanosphere)构成一个纳米颗粒二聚体(dimer). 量子发射器(QE)置于两纳米小球

的宽为 间隙中, 即 z 轴上的 z = zE处. 根据第 3章的理论, QE 由理想的二能级系

统(2LS)来模拟, 其性质由跃迁频率 E 和跃迁电偶极矩 Eμ 决定. 本章始终取电偶

极矩方向沿 z 轴, 即 E E ˆμ z . 纳米金属球介电常数取 Drude 模型:  

 
2
p( )

( i )


  

   


.                       (3.2.1) 

背景媒质为均匀电介质, 介电常数 D . 

 

 

图3.1 系统模型及反演变换示意图. 左下为纳米颗粒二聚体, 由半径分别为R1和R2 , 介电常

数为 1 2 ( )     的纳米小球构成. 两个纳米小球之间的间隙宽度 . 取 z 轴为对称轴. 

QE 置于 z 轴上的 Ez r 处, 跃迁频率 E , 跃迁电偶极矩 E E ˆμ z . 背景媒质为介电常数

D 的电介质. 右上为经过反演变换(3.3.1)式后的同心球结构. 原空间中半径 2r R 的球体
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被映射到 2r R  的球面外部. 原空间中半径 1r R 的球体被映射到 1r R  的球面内部. 原

空间中背景媒质被映射到 1 2R r R    的壳层中. 注意到原空间和变换后空间中反演点的位

置分别为 0z z 和 0z z  .  

 

直接求解二聚体型腔体周围的电场分布是困难的. 这里利用 2.1 节里的反演

变换获得高度对称的几何结构. 反演变换在三维直角坐标系中可写作[21-25]:  

 
2
T

2 2
0( )

R

z z


   
ρ ρ ,                     (3.2.2a) 

  
2
T

0 02 2
0

( )
( )

R
z z z z

z z
    

   
.               (3.2.2b) 

其中 ( , )x yρ , ( , )x y  ρ , 2 2x y   , 2 2x y    (式(3.2.3)和(3.2.4)中亦

用该定义). (3.2.2b) 中的负号仅为了使变换后空间中的反演点位于 z 轴. 本章

依然按照 2.1 节的约定, 变换后空间的所有量用撇号区分. 其中 0z z 和 0z z  分

别为原空间和变换后空间中的反演点位置. 根据(3.2.2)式, 原空间中半径 2r R

的球体被映射到 2r R  的球面外部. 原空间中半径 1r R 的球体被映射到 1r R 

的球面内部. 原空间中背景媒质被映射到 1 2R r R    的壳层中. 反演点的位置

0z z 的选取不是任意的, 它必须确保变换后空间中的半径分别为 1R和 2R的球

的球心均为坐标系原点. 以下推导出反演点坐标须满足的关系以及变换后空间

中的各几何参数. 

 

1. 原空间中反演点坐标 0z . 

原空间中坐标原点取球 2R 的球心. 则球 1R 和球 2R 的方程分别可写成: 
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 2 2 2
1( )z L R    ,                    (3.2.3a) 

 2 2 2
2z R   .                    (3.2.3b) 

其中 1 2L R R    . 经过变换(3.2.1)后, 在新空间中分别为: 

22 4 2
2 T 0 T 1

0 2 2 2 2 2
0 1 0 1

( )

( ) [( ) ]

R z L R R
z z

z L R z L R


           
,         (3.2.4a) 

 
22 4 2

2 T 0 T 2
0 2 2 2 2 2

0 2 0 2( )

R z R R
z z

z R z R


 
        

.             (3.2.4b) 

为使球心重合, 有: 

 
2 2
T 0 T 0

0 02 2 2 2
0 1 0 2

( )

( )

R z L R z
z z

z L R z R

   
  

.             (3.2.5) 

解方程(3.2.5)可得原空间中的反演点坐标 0z : 

 2 2 2
0 2 1 1 2

1
( ) (2 ) (2 )(2 )

2
z L R R R L R

L
            .         (3.2.6) 

 

2. 变换后空间中两球半径 1R , 2R . 

原空间中 2(0,0, )R 和 2(0,0, )R , 被映射到 2
0 T(0, 0, )z R d 和 0 2(0, 0, )z d  . 

其中 2 0d R z  , 2
2 T 2(2 )d R R d   . 因此 2

2 T 2( ) 2R R d d   . 

原空间中 2(0, 0, )R  和 1 2(0, 0, 2 )R R   , 被映射到 2
0 T(0, 0, ( ))z R d 

和 0 1(0, 0, )z d  . 其中 2
1 T 1(2 )d R R d    . 因此 2

1 T 1[ ( ) ] 2R R d d    . 

 

3. 变换后空间中反演点坐标 0z . 

变换后两同心球的球心在坐标原点, 可得 2
0 T 1[ ( ) ] 2R R d d    . 

反演变换将二聚体型腔体映射为具有高度对称性的同心球结构, 使得系统

的求解大为简化, 具体方法见 3.7 节. 
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3.3 准静态近似[21] 

准静态近似要求电磁场的变化足够缓慢, 场和源有瞬时的对应关系. 该对应

关系类似于静态场的场和源的关系, 因此称作准静态. 准静态近似必须满足以下

条件: 

1. 位移电流足够小, 以致可以忽略. 这就要求: 

 1
t


 D

E
 .                          (3.3.1) 

假定为时谐场 i
0e

tE E , 该条件即: 

 



 .                            (3.3.2) 

对于金属, 通常须满足 1710 rad s . 本工作考虑的频率范围 4 Ve  , 相当

于 1510 rad s  , 充分满足此条件. 

 2. 忽略推迟效应. 设 0r 处的源在r处产生的电场为E , 则E可写作: 

 
0i

i
0 0 0

i
e e 1 ....

t
c t

c


 

  
            

 

r r

E E E r r .           (3.3.3) 

忽略推迟效应, 可令 0i 1c r r  , 得: 

 0 2




r r  .                             (3.3.4) 

即波长远大于结构尺寸. 本工作中考虑的波长 300 nm  . 远大于纳米金属球

的最大尺寸. 

从以上两点估算可知, 本工作中使用准静态近似是合理的. 同时, 我们利用

有限元方法仿真了 15R  , 半径 R 取不同值时系统的 Purcell 因子. 通过与利

用变换光学结合准静态近似得到了数值结果的比较, 可看出两者能较好地吻合. 

在低频区, 当 30 nmR  时, 有限元仿真结果与准静态近似的结果有偏差, 这些
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偏差并不是准静态近似失效的表现, 因为频率越低, 准静态近似就越准确. 结果

的偏差来源于纳米小球的辐射效应. 在准静态近似下, 系统可以用静电势来描述. 

对于无源区域, 静电势满足 Laplace 方程, 这与直接求解 Maxwell 方程组相比大

为简化而又不失精确度. 

 

图 3.2 (a) 模型的示意图. 二聚体型微腔由半径分别为 R1和 R2, 介电常数均为 ( )  的纳米

小球构成. 两个纳米小球之间的间隙宽度 . 取对称轴为 z 轴. QE 置于 z 轴上的 z = zE处, 跃

迁频率 E , 跃迁电偶极矩 E E ˆμ z . 背景媒质为介电常数 D 的电介质. (b) 归一化的

Purcell 因子. QE 位于间隙中央位置. R1 = R2 = R, 15R  . 彩色点和曲线为不同 R 取值下

的仿真结果. 黑色实线为基于变换光学理论的数值计算结果. 左上角插图为图中所标示的四

个最低 SP 模式的电荷分布.  
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3.4 利用谱密度和系统动力学特征研究强耦合的物理机制 

由 2.3 节可知, 系统的谱密度可用 Dyadic Green 函数表示, 这里进一步用散

射 Dyadic Green 函数写成[26,27]: 

 
2 3

scE
E E3

0

1 6
( ) 1+ Im[ ( , , )]

2 3 zz

c
J G

c

   
  

   
 

r r


.           (3.4.1) 

其中散射 Dyadic Green 函数由下式确定: 

 sc 2 sc
0 E( , ) ( , , )    E r G r r μ


.                (3.4.2) 

散射电场 sc ( , )E r 及散射 Dyadic Green 函数的具体求解方法见 3.6 节.  

我们首先研究当 QE 位于两个纳米小球间隙中央时, 系统的谱密度 ( )J  (由

2 3
E R 归一化)与参量 R 的关系. 计算结果如图 3.3 所示. 随着间隙的增大, 谱

密度整体减小, 各峰值均出现蓝移, 并最终与所谓的伪模式( PS  ) 共振峰汇

聚 (伪模式实则为一系列高阶 SP 模式的重叠效应, 详见 3.6 节). 图 3.3 给出了二

聚体型腔体谱密度的总体变化趋势, 为接下来寻找系统实现强耦合的物理机制

提供了直观的线索. 

 

 

图 3.3 QE 位于两个纳米小球间隙中央, 系统的谱密度 ( )J  (由 2 3
E R 归一化)与参量 R

的关系, 随着间隙 的增大, 谱密度 ( )J  整体减小, 各峰值均出现蓝移, 并最终与所谓伪
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模式( PS  )共振峰汇聚. 

 

求解出系统的谱密度 ( )J  后, 我们便可根据(2.3.7)考察系统的动力学特性

n(t). 计算中设定纳米小球半径 R = 120 nm(以下均同), 跃迁偶极矩 E = 1.5 e nm. 

QE 置于间隙中点处, 其跃迁频率 E 取两组值: (1) ( )J  的最低共振峰频率 DP

(图3.4 (a)); (2) ( )J  的伪模式共振峰频率 PS (图3.4 (b)). 从图3.4 (a)(b)中可以看

出, 当 < 3 nm 时, 跃迁频率无论取 DP 还是 PS , n(t)均表现为相同的强烈振荡(n

值从 1 到 0)的特性. 这表明 QE 与 SP 模式处于强耦合状态, 二者之间持续进行能

量交换. 当 > 4 nm 时, n(t)均单调减小, 故不存在 QE 与 SP 的能量交换, 仅表现

为 QE 向基态跃迁并辐射光子. 此情况下, 外界腔体的 SP 模式仅对 n(t)衰减速率

有影响, 系统处于所谓的弱耦合区. 比较图 3.4 (a)(b)还可看出在弱耦合区二者衰

减速率并不一致, 这是所谓的失谐效应所致(detuning effect). 
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图 3.4  n(t)随间隙宽度 的变化. 设定纳米小球半径 R = 120 nm, E = 1.5 e nm. QE 置于间

隙中点处. 其跃迁频率 E 取:  (a) ( )J  的最低共振峰频率 DP ; (b) ( )J  的伪模式共振峰

频率 PS . (c) 三种情形下的 n(t). 设定间隙宽度 = 1.5 nm. 绿色实线为 E DP  的情形, 

红色实线为 E PS  的情形, 黑色虚线为谱密度 ( )J  只保留伪模式且 E DP  的情形. 

 

从图 3.4 (a)(b)的比较可以得知, QE 的跃迁频率 E 取 DP 还是 PS , 对强耦合

区域的影响很小, 这使得我们必须进一步探索究竟是哪个 SP 模式在强耦合中起

作用, 亦或是偶极模式( DP  )和伪模式( PS  处的一系列高阶模式)共同作

用. 为此, 我们对三种情形下的 n(t)做了对比. 三种情形均设定间隙宽度 = 1.5 

nm, 对应于图 3.4 (a)(b)中的白色虚线位置. 图 3.4 (c)中的绿色实线为 E DP  的

情形, 红色实线为 E PS  的情形, 黑色虚线为谱密度只保留伪模式且 E DP 

的情形. 从绿色实线和黑色虚线的比较可以看出, 偶极模式对强耦合的作用极其

微弱以致可以忽略. 而红色实线和黑色虚线基本吻合, 这表明伪模式对系统强耦

合起了决定作用. 因此, 以下集中分析伪模式( PS  )的特性以及怎样激发出伪

模式中包含的所有高阶模式, 以期获得系统最高程度的强耦合效应. 

从图3.4的计算中可以看出, 当QE置于腔体间隙的中点时, 产生强耦合的间

隙 阈值约 4 nm. 而 QE 置于单个相同大小纳米球附近时 的阈值约 2 nm. 这说

明二聚体型腔体在阈值附近并没有产生两个纳米球 SP 模式的协同作用, 而是与

QE 和单个纳米球的耦合机制相同. 为了进一步分析 QE 置于腔体间隙中点时的

耦合特性, 我们在图 3.5 中计算了比值 PS 0 PS( ) [2 ( )]J J  与 的关系. 其中 PS( )J 

为 QE 置于腔体间隙 的中点时谱密度最大峰值, 0 PS( )J  为 QE 和单个纳米球耦
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合且间距为 2 时谱密度最大峰值. 从图中看出, 仅当 1.5  nm 时, 该比值达到

10 以上, 体现出二聚体型腔体中由于两纳米球 SP 模式的协同作用导致的耦合增

强. 然而, 当间隙 逐渐增大, 其耦合效应与单个纳米球趋于相同. 需要注意的

是, 纳米球半径为 120 nm, 1.5 nm 的间隙与之相比非常微小. 如果考虑实际实验

中的纳米球尺寸(Baumberg小组实验使用的是半径 20 nm的小球), 间隙值将缩小

至不可精确控制的尺度. 因此 1.5  nm 的区域不作讨论. 以下集中讨论如何在

较为实际的间隙取值下实现最高程度的强耦合.  

 

图 3.5 PS 0 PS( ) [2 ( )]J J  与 的关系. 其中 PS( )J  为 QE 置于腔体间隙 的中点时谱密度

最大峰值, 0 PS( )J  为 QE 和单个纳米球耦合且间距为 2 时谱密度最大峰值. 插图:  = 8 

nm时, QE置于腔体间隙中点时谱密度(蓝色实线)和QE置于单个小球附近 4 nm时谱密度(绿

色实线). 

 

以下我们以 = 8 nm为例, 研究二聚体型腔体中伪模式与系统强耦合的关系. 
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由图3.5右上角插图可以看出, 当QE置于腔体间隙的中点时, 谱密度最高峰与单

个纳米球的情形差异很小, 均处于弱耦合状态(见图 3.4 (b)). 我们接下来计算当

QE 在腔体间隙中沿着 z 轴移动时 , PS( )J  的变化 . 图 3.6(a)中黑色虚线为

PS E PS( , ) ( , 2)J z J   与 QE 的位置 Ez 的关系. 其中 PS( , 2)J   为 QE 置于腔体中

央时, 谱密度的伪模式峰值. 从该曲线可以看出, 当 QE 向构成腔体的其中一个

纳米球靠近时, 谱密度最大峰值逐渐增大到 QE 位于中点时的 103 以上. 谱密度

峰值的大幅增加可能由两种原因导致: (1) 纯粹由于 QE 靠近了其中一个纳米球, 

导致QE与单个纳米球表面的 SP 模式耦合增强; (2) QE位置的偏移引起了两个纳

米球表面 SP与QE的协同作用, 或者说产生了所谓杂化模式(hybridization). 为了

进一步解释耦合机理, 红色实线画出了 PS E 1 PS E 2 PS E( , ) [ ( , ) ( , )]J z J z J z     与

Ez 的关系. 1 PS E( , )J z 和 2 PS E( , )J z   分别为 QE 置于单个小球附近 Ez 处和

Ez  处时的谱密度最大峰值. 从红色实线可以看到, QE 偏离中心后, 谱密度的

峰值比 QE 单独与两个纳米小球分别作用的谱密度峰值之和高出 102倍. 这说明: 

当QE偏离中心后, 谱密度最大峰值的增强不是由QE与单个纳米球表面 SP 耦合

的简单增强导致, 而是由于产生了新的杂化模式. 在图 3.6 (b)中, 我们画出了当

QE 位于 zE = 4 nm, 2.4 nm, 1.2 nm 三个位置时 n(t)的振荡曲线, 可以看到随着

QE 位置的偏移, 系统从弱耦合区进入了强耦合区. 这从动力学的角度得出: QE

偏离中心确会增强QE与 SP的耦合. 至此, 我们通过数值计算定性的判断出纳米

颗粒二聚体和单个纳米颗粒在与 QE 强耦合时有不同的物理机制, 二聚体型腔体

中产生了杂化模式, 以下我们给出谱密度的近似解析解, 并对其作模式分解, 从

而分析杂化模式的特征和激发途径.  
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图 3.6 (a) 中黑色虚线为 PS E PS E( , ) ( , 2)J z J z   与 QE 的位置 Ez 的关系. 红色实线为

PS E 1 PS E 2 PS E( , ) [ ( , ) ( , )]J z J z J z      与 Ez 的关系. 其中 PS E( , 2)J z  即 QE 置

于腔体中央时, 谱密度的最大峰值. 1 PS E( , )J z 和 2 PS E( , )J z   分别为 QE 置于单个小球

附近 Ez  处和 Ez  处时的谱密度最大峰值. (b) E PS  ,  = 8 nm, QE 置于 Ez = 4 nm, 

2.4 nm, 1.2 nm 时, n(t)曲线. 可观察到 QE 偏离间隙中心后, 系统明显从弱耦合区进入强耦合

区. 

 

求解谱密度的解析表达式时我们假定系统满足如下两个近似: (1) 腔体中两

小球的间隙远小于小球半径, 即 R  . 这在上述数值计算和已发表的相关实验

中均能满足 ; (2) 腔体工作在所谓高品质谐振近似 (high-quality resonator 

approximation)[28]. 最后我们得到系统的谱密度 ( )J  可写成一系列 Lorentz 共振

模式的叠加(详细推导见 3.7 节): 

 .                 (3.4.3) 
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式中,  是金属介电常数 Drude 模型(3.2.1)里的阻尼系数. 1   将所有模态分

成两组, 它们在空间上分别关于间隙中心呈现对称和反对称. 下面会看到它们在

不同的条件下被激发. lg  是耦合常数. l 是相应模态的共振频率. 它们均可表

达为材料本构参数和结构几何参数的函数. 共振频率 l 可写为: 

 p

D

l

l

l






  
 







.                     (3.4.4) 

其中 l 有如下形式: 

 

1

2
0 0

0 0

(3 )( )

( )( )

l

l

R z R z

R z R z

 


    
    

.                (3.4.5) 

不难发现, 当 l 充分大时, 1l  . 共振频率趋于 p D    . 这是金属与电介

质的界面为平面时 SP 模式的渐近频率. 这里可以用于估计伪模式的峰值位置

PS . 耦合常数 lg  具体形式将在 3.7 节给出. 

图 3.7 (a) 给出QE置于 zE = 2.4 nm处的谱密度. 其中红色点划线为基于变换

光学的准静态数值结果, 黑色虚线为有限元数值仿真结果. 绿色实线为由(3.4.3)

式得到的结果. 除了低频处的红移, 该结果与基于变换光学的数值结果和有限元

仿真均较好地吻合. 蓝色虚线对应于 = 1 的前 5 阶模式, 橘色实线对应于 = -1

的前 5 阶模式. 注意到 = 1 的 SP 模式随着阶数增加而蓝移,  = -1 的 SP 模式随

着阶数增加而红移. 数学上, 该现象源于(3.4.4)中 ( ) ( )l l     在取 1 时不

同的渐近行为. 图 3.7 (a)中的插图画出了 = -1 对应的最低阶的两个模态的感应

电荷密度分布. 值得注意的是, 我们称 = -1 为反对称模式是指电场分布关于间

隙中心反对称. 根据  D 可知, 电荷密度应为对称分布, 如图所示. 相应地

我们称 = 1 为对称模式. 
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在图 3.7 (b)(c)(d)中, 我们分别画出了当 QE 位于 zE = 1.2 nm, 2.4 nm, 4 nm 三

个位置时, 各模式的耦合常数 2
lg  . 可以看出, 当 QE 位于间隙中央(zE = 4 nm)时, 

只有偶模式( = 1)被激发. 当 QE 偏离间隙中心时, 反对称模式( = -1)逐渐被激

发. 当 QE 偏离中心距离增大时, 反对称模式的幅度也逐渐增大. 如图 3.7 (b)所

示, 当 zE = 1.2 nm 时, 对称模式与反对称模式幅值已经基本相当. 值得注意的是, 

在 QE 偏离间隙中心的过程中, 对称模式的幅值变化并不明显, 至多增大了 1 倍. 

然而, 反对称模式随着 QE 的偏移从无到有, 从小变大, 以至于最终与偶模式幅

值相当. 这样, 我们发现了通过偏移 QE 使系统实现强耦合的物理机制, 即: QE

偏移腔体间隙中心激发出一组新 SP 模式( = -1), 它们与 =1 模式共同构成了伪

模式, 使伪模式的幅值急剧增大.  
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图 3.7 (a) QE 置于 zE = 2.4 nm 处的谱密度. 其中红色点划线为基于变换光学的准静态数值结

果, 黑色虚线为有限元数值仿真结果. 绿色实线为由(3.4.3)式得到的结果. 蓝色虚线对应于

 = 1 的前 5 阶模式, 橘色实线对应于 = -1 的前 5 阶模式. 插图:  = -1 对应的最低阶两个

模态的感应电荷密度分布. (b-d): QE位于(b) zE = 1.2 nm (c) zE = 2.4 nm (d) zE = 4 nm三个位置

时, 各模式的耦合常数 2
lg  . 蓝色为偶模式, 橘色为奇模式. 

 

3.5 对 Baumberg 课题组实验的验证 

本节我们利用 3.4 节阐述的方法对 Baumberg 教授课题组最近发表的室温下

等离激元微纳腔体中的单分子强耦合实验做理论性验证. 我们设定以下参数以

模拟该工作中的实验结构: R2 = 20 nm, R1/ R2 1 (模拟金属平面),  = 0.9 nm, 

D = 1.96. 纳米球材料金的介电常数由 Drude 模型(3.2.1)近似描述, 其中各参数

取:  = 9.7 , p = 8.91 eV ,  = 0.08 eV. QE 的跃迁电偶极矩 E = 3.8 D = 

0.079 e nm. 
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图 3.8 (a) Baumberg 教授课题组实验系统的谱密度计算结果. 红色点划线为基于变换光学的

数值结果, 绿色实线为近似解析解. 蓝色虚线为最低的 5 个 SP 模式. 注意到实验中 QE 置于

间隙中点, 故这 5 个模式均为偶模式( = 1), 奇模式( = -1)未被激发出. (b) 各阶模式的耦

合常数 lg  . 蓝色和橙色曲线分别代表偶模式和奇模式. 右上角插图: 实验系统示意图及几

何参数. 

 

图 3.8 (a)计算了该系统的谱密度. 红色点划线为基于变换光学的数值结果, 

绿色实线为近似解析解. 蓝色虚线为最低的 5 个 SP 模式. 注意到实验中 QE 置于

间隙中点, 故这 5 个模式均为偶模式( = 1), 奇模式( = -1)未被激发. 从图中可

看出, 最低阶模式(偶极模式)的共振频率位于 1.85 eV处, 对应于波长 670 nm, 与

实验中给出的 665 nm 波长吻合得非常好. 对应于该模式的 Purcell 因子经计算为

4.3×106 , 与测量值 3.5×106 也很一致. 图 3.8 (b)给出了各阶模式的耦合常数 lg  . 

此处的耦合常数均由近似解析解给出. 对于偶极模式, g01 = 19 meV. 基于变换光

学的准确数值结果则给出 gdipole = 36 meV. 两者均与实验结果 gexp = 90 meV 相差

较大. 然而, 伪模式的等效耦合常数 eff
PSg 可表示为: 

 eff 2
PS , 1

2
l

l

g g





  .                        (3.5.1) 

由于奇模式未被激发, 故只取 = +1. 从谱密度曲线可看出 l = 0 和 l = 1 两个模

式对伪模式无贡献, 故剔除. 经计算得, eff
PSg = 120 meV. 而基于变换光学的准确

数值结果给出 eff
PSg = 122 meV. 这与实验结果 gexp = 90 meV 较好地吻合(注意到实

验中会出现诸如 QE 位置的不精确, 金属表面的非绝对光滑以及背景媒质非绝对

均匀等诸多不可控因素). 该结果有非常重要的意义: (1) 我们提出的基于变换光
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学处理QE-SP强耦合的理论被实验证明是合理有效的; (2) 高阶SP模态对单个分

子的 QE-SP 强耦合也有贡献(报道该实验工作的文章认为主要是 QE 与偶极模式

的耦合[20]). 
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3.6 小结 

本章以变换光学为工具描述了纳米颗粒二聚体型腔体中的 QE-SP 的强耦合

现象. 结论表明, 腔体所支持的在频谱上交叠的一系列高阶模式构成了所谓的伪

模式, 它们控制了 QE-SP 系统的强耦合现象. 通过给出近似的解析结果, 我们发

现 QE 偏离间隙中心会导致耦合的急剧增强, 这源于反对称杂化模式的激发. 我

们对近期发表的室温下单个染色分子与 SP 的强耦合实验结果的验证, 这有力地

说明了我们提出的理论描述的正确性. 作为变换光学理论在量子光学领域的首

次成功运用, 本工作将对今后微纳腔体与单个 QE 构成的强耦合系统的设计提供

了理论支持. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



南京大学博士毕业论文 

62 

 

3.7 附: 基于变换光学理论求解系统谱密度 

1. 散射电场分布 sc
zE  

二聚体型微腔及经反演变换所得的同心球几何结构见图 3.1. 求解系统谱密

度的关键就是求解系统 Dyadic Green 函数, 最终归结为求电场分布. 由 3.2 节知, 

准静电近似适用. 对于静电势, 在坐标变换 ( ) r r r 下满足 ( ) [ ( )]   r r r .  

经过反演变换 (3.2.2)后 , 电势  并不满足 Laplace 方程 , 却可写成

0( ) ( )       r r z r , 其中 ( )  r 满足变换后空间中的Laplace方程. 于是 ( )  r 可

用球谐函数展开, ( )  r 则相应可表示为如下形式: 

 
1

in
0 0 Y ( , )

l

r R lm lm
l m

a r z   


       r z ,                          (3.7.1a) 

1 E

s ( 1)
0 0 0| | [( )( ) ( ) ]Y ( , )l l

lm lm lm lmR r
l m

a a r z a r z      
   



          r r z ,    (3.7.1b) 

E 2

s ( 1)
0 0 0| | [ ( ) ( )( ) ]Y ( , )l l

lm lm lm lmr R
l m

a r z a a r z      
   



          r r z ,    (3.7.1c) 

2

out ( 1)
0 0( ) Y ( , )l

r R lm lm
l m

a r z   
 



       r z .                      (3.7.1d) 

其中, QE 所在位置 Er 被映射到 Er . 这里对源 QE 的处理较为特殊, 直接将其静电

势 E ( ) r 在变换后空间中的展开系数 s
lma  和 s

lma 反馈入(3.7.1)的展开式中, 而并没

有以 Poisson 方程源项的形式出现. 利用在 1r R  和 2r R  两个球面上电势连续

和电位移径向分量连续两个边界条件, 便可得出关于系数的一系列矩阵方程, 注

意到这些矩阵方程对于指标m解耦. 因此, 可对任一特定的m写出如下形式的矩

阵方程: 

 
s+ +

11 11 12

s-
22 21 22

0

0 

      
      

      

S T Ta a

S T Ta a
.               (3.7.2) 

其中, 分块矩阵 T 的四个子矩阵均为三对角型矩阵. 它们的矩阵元可表示为: 
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2
11 1 1

1
1 1 1

( , ) [( 1) ]

(2 1) [ ( 1) ( 1) ]

l
ll

l
ll ll

l l l r l r

l r A l A l



 



    

     

       

T
,      (3.7.3a) 

2
2 11

12 1 1

1 1 1

1
( , ) ( 1) e

1

e (2 1) [ ( 1) ( 1) ]

l
ll

l
ll ll

r
l l l r l r

l r A l A l








 

 


 
    

          
       

T
 ,    (3.7.3b) 

2
22

21 2 2

1
2 1 1

1
( , ) ( 1) e

1

e (2 1) [ ( 1) ( 1) ]

l
ll

l
ll ll

r
l l lr l r

l r A l A l








 




 
    

          
       

T
 ,    (3.7.3c)

2 ( 1)
22 2 2

2 1 1

( , ) [ ( 1)]

(2 1) [ ( 1) ( 1) ]

l
ll

l
ll ll

l l lr l r

l r A l A l



 

 



    

    

       

T
.       (3.7.3d) 

其中 , 无量纲化介电常数 D   , 无量纲化半径 1,2 1,2 0r R z   , e  =

( 1) ( 1)    , ( )A l = 2( 1) [(2 1)(2 3)]l l l    , ( )A l = 2 [(2 1)(2 1)]l l l  . 因

此, 只要获得了偶极子源在变换后空间中的展开系数
s+a = s s s T

, 1, 2,[ , , ....]m m m m m ma a a  
   

和
sa = s s s T

, 1, 2,[ , , ....]m m m m m ma a a  
  , 便可以解出散射场系数

+a = T
, 1, 2,[ , , ....]m m m m m ma a a  

   

和
a = T

, 1, 2,[ , , ....]m m m m m ma a a  
  . 对于电偶极矩 Eμ = Eˆ z  的偶极子源, 只能取 m = 0. 

故在变换后的空间中的其电势 E ( )  r 的展开系数为: 

  
2

( 1)s+ E
2

0 D T

4 ( 1)
1 1

4 2 1 1
l

l

l
a

l R

    
  

  
      

,         (3.7.4a) 

  
2

s E
2

0 D T

4
1 1

4 2 1 1
l

l

l
a

l R

    
  

  
       

.            (3.7.4b) 

其中, 
1

2( )

(1 )

d 
 

 
, 1

12

d

R d





 
 

, 
E 0r z

 



, 指标 m = 0 省略(以下同). 

获得了 s+a 和 sa , 利用矩阵方程(3.6.2)便可求出散射场系数 +a 和 a , 进而获

得变换后的同心球空间的电势分布 ( )  r . 返回到原空间, 有 ( ) [ ( )]   r r r . 从

而得到散射电场分布 sc sc( ) ( ) E r r . 

 



南京大学博士毕业论文 

64 

 

2. sc
zE 的近似解析形式 

以下推导近似解析形式. 考虑到 1,2 1R  , 所以有 2
1 1r  , 2

2 1r  . 因此, 

我们略去 12 ( , )l lT 中的 2
1( 1) ( 1)r    以及 21( , )l lT 中的 2

2( 1) ( 1)r    . 这样做使

得矩阵 T 的求逆大大简化. 从而有: 

 
+ s+

11 12

s-
21 22



    
    
    

R Ra a

R Ra a
.                     (3.7.5) 

其中分块矩阵 1R T 可表示为: 

 2 2 1 1
11 2 1( , ') [e ( ) 1]l

lll l r r   
   R ,                 (3.7.6a) 

 (2 1) 2 2 1 1
12 1 2 1( , ) e [e ( ) 1]l l

lll l r r r       
     R ,        (3.7.6b) 

 2 1 2 2 1 1
21 2 2 1( , ) e [e ( ) 1]l l

lll l r r r      
     R ,          (3.7.6c) 

 22 11( , ') ( , ')l l l lR R .                            (3.7.6d) 

利用(3.7.4)和(3.7.5)可得散射场系数: 

 
s (2 1) s

1
2 2 1

2 1

e

e ( ) 1

l
l l

l l

a r a
a

r r





    


 




  
,                       (3.7.7a) 

 
2 1 s s

2
2 2 1

2 1

e

e ( ) 1

l
l l

l l

r a a
a

r r





   


 

 


  
.                       (3.7.7b) 

这样, 变换后空间中的电势分布  的解析形式已经给出. 最终可得原空间散射

电场 sc
zE = - sc z  在源点的取值: 

   
   

( 1)
2

sc T
E 02 1 ( 2)

0E 0

[ 1 1 ]
( ) Y ( )

( ) [ 1 ( 1) 1 ]

l l

l l

z ll l
l

l l

a aR
E

r z a l a l

 


  

  

   


   
  
       

r . (3.7.8) 

下一步获得散射系数 la 和 la 的 Lorentz 共振形式, 这里以 la 为例, 写出推导过

程: 
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s (2 1) s
1

2 2 1
2 1

s (2 1) 2 s s (2 1) 2 s
1 2 1 2

(2 1) 2 (2 1) 2
2 1 2 1

s (2 1) 2 s
M D 1 2

(2 1) 2
2 1

e

e ( ) 1

( ) ( )

2[e ( ) 1] 2[e ( ) 1]

( )[ ( ) ]

2[( ) 1](

l
l l

l l

l l
l l l l

l l

l
l l

l

a r a
a

r r

a r r a a r r a

r r r r

a r r a

r r





 

 


    


 

       

   

   






  

     
 

    

  


  

s (2 1) 2 s
M D 1 2

(2 1) 2
M D 2 1,1 2 1 M D 2 1, 1

( )[ ( ) ]

) 2[( ) 1]( )

l
l l

l
l l

a r r a

r r

 
    

   


  

   


   

. (3.7.9) 

其中定义了 ,  ( 1   ):  

 
2

2 1
, 2

2 1

( )

( )

r r

r r



  




  


  
,                      (3.7.10) 

(3.7.9) 式中频率相关的部分进一步做近似, 写为: 

2
D D 2 1,1 2 1,1M D

2
M D 2 1,1 2 1

2
2 1,1 D 2 1,1

2
D 2 1,1 2 1,1

2
2 1,1 D 2 1,1

D 2 1,1 2 1,1

2 1,1 D 2 1,1

( i ) ( ) ( )

( i )

(1 )

( i )

(1 )

2( ) [( ) i 2]

(1 )

2(

l l

l l

l l

l l

l l

l l

l l

         
      

  
      

  
      

  

   

 

 

  

 

  

 

   


  

 


  

 


  

 


D 2 1,1 2 1,1)[( ) i 2]l l         

.          (3.7.11) 

其中
2

2 1, p D 2 1,( )l l         . 注意到(3.7.11)中第二个约等号利用了所谓高品

质因数近似, 即[28] 

 2
2 1,1 2 1,1( i ) 2 [( ) i 2]l l             .            (3.7.12) 

将(3.7.11)代入(3.7.9), 得: 

 2 1,
2 1, 2 2

2 1,

( ) 2
( )

( ) ( 2)
l

l l
l

i
a 


 

  


  
 




 
 

  .              (3.7.13) 

取其虚部: 

 2 1, 2 2
2 1,

2
Im( )

( ) ( 2)l l
l

a 
 


  

 





  .             (3.7.14) 

其中, 定义了: 
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s (2 1) 2 s

2 1, D 2 1, 1 2
2 1, (2 1) 2

D 2 1, 2 1

(1 ) ( )

4( ) ( )

l
l l l l

l l
l

a r r a

r r
 




   
   

   
 

 
 

  


  
.         (3.7.15) 

至此, (3.7.14)给出了 la 的Lorentz共振形式的表达式. 相应的计算也可对 la 进行, 

这里仅写出其形式: 

 2 1, 2 2
2 1,

2
Im( )

( ) ( 2)l l
l

a 
 


  

 





  .             (3.7.16) 

将(3.7.14)和(3.7.16)代入(3.7.8), 得:  

2
sc T

E 2 1,2 2 2
0 1E 0 2 1,

2
Im[ ( )]

( ) ( ) ( 2)z l
l l

R
E

r z 
 


   

  

  
  r .   (3.7.17) 

其中: 

1 ( 1) ( 2)
2 1, 1 2 1, 1 2 1, 1[( 1) ( 1) ] [( 1) ( 1)( 1) ]l l l l

l l ll l             
               , 

(3.7.18a) 

1 ( 1) ( 2)
2 1, 1 2 1, 1 2 1, 1[( 1) ( 1) ] [( 1) ( 1)( 1) ]l l l l

l l ll l             
               . 

(3.7.18b) 

由(3.4.2)可得: 

 
sc

sc
E 2

E 0

( , )
( , , ) z

zz

E
G


   


r

r r .                    (3.7.19) 

将(3.7.18)代入(3.4.1)得: 

 
2 3

scE
3 3

0 E 0

1 6
( ) 1+ Im[ ( , )]

2 3 z

c
J E

c

   
     

 
  

 
r


 .      (3.7.20) 

scIm[ ( , )]zE r 的 Lorentz 模式分解已经写成(3.7.16)式, 代入(3.6.19)即得谱密度

( )J  的 Lorentz 共振模式分解, 最后将结果重写如下: 

 
2

2 2
0 1

2
( )
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  .               (3.7.21) 
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其中, 模式的共振频率
2

2 1, p D 2 1,( )l l         , 参数 的定义见式(3.7.10). 

即为金属介电常数的 Drude 模型中的耗散因子 . 耦合常数 lg  可写为

2 2 2
T E 2 1, E 0[ ( ) ]l lg R r z      . 值得注意的是, 这里的耦合常数形式上看似含

有反演变换的任意常数因子 2
TR , 实则与其无关. 这是由于 2 1,l  中含有偶极子源

的展开系数 s+
la 和 s

la  , 它们的表达式中含有 2
TR  . 
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第4章 利用经典波演示天体运动规律 

天体物理学研究的一个重要方向是天体的运动以及天体与天体之间的相互

作用. 而广义相对论成为其重要的理论基础, 引力被赋予四维时空中的几何描述. 

在经典波(光, 声, 固体中的弹性波)领域, 基于新兴的变换光(声)学理论利用变换

媒质调控波束的传播轨迹, 是近年来的一个热门研究方向. 两个领域虽然研究对

象的大小尺度相差甚远, 但却在描述方法上有着相近之处, 即将研究对象与空间

的几何描述建立了联系. 这启发我们将经典波传播轨迹与天体运动轨迹联系起

来, 在实验室中通过研究前者为观测后者提供一个方便的途径. 
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4.1 研究背景 

1915 年, Einstein 的广义相对论基本完成. 它是基于相对性原理利用几何语

言描述的引力理论. 引力被描述为四维时空的曲率(curvature). 时空的曲率与其

中的物质及辐射的能量与动量之间的定量关系由 Einstein 场方程给出: 

 
4

1 8

2

G
R Rg g T

c   


    .                   (4.1.1) 

其中, R 为 Ricci 曲率张量, R 是标量曲率, g 是四维时空的度量张量, T 是

能量-动量-应力张量, c 是真空中光速.  

1 个月后, 德国天文学家 Schwarzchild 即得到 Einstein 场方程的一个球对称

精确解, 即 Schwarzchild 解. 给出了对点质量和球形质量产生的引力场描述. 该

解预言了 Schwarzchild 黑洞的存在[2,3]. Schwarzchild 黑洞一般为密度极高的大质

量天体, 当其他天体接触到黑洞外围半径为所谓 Schwarzchild 半径的球面时, 便

会被其吞噬. 从牛顿力学的角度解释, 可以认为 Schwarzchild 黑洞的逃逸速度

2GM R  (M 为天体质量, R 为天体半径) 大于或等于真空中光速 0c , 然而准确

给出 Schwarzchild 半径必须基于 Einstein 场方程的 Schwarzchild 解. 直接观测黑

洞几乎无法实现, 科学家们一方面利用引力透镜(gravitational lensing)效应预测

黑洞的存在, 另一方面通过测量其附近的其他天体的运动来推测未知黑洞的质

量. 

利用经典波在实验室尺度下模拟天体运动是近几年的一个热门话题, 由于

便于直接观察, 为演示难以观测的天文现象开辟了一条新途径.[1] Genov 等提出

了模拟天体运动规律的若干光学模型.[1] 其中光学黑洞模拟了光线在大质量天体 

(如恒星, 星云, 星系等) 附近的弯折, 成为后来的热点问题. 而绪论中提到的所
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谓 Narimanov 型黑洞), 该方案从 Hamilton 光学出发利用线性分布的折射率提出

光的全方向吸收体. 随后, 与 Narimanov 等的方案类似的结构和相应的实验结果

相继出现. Lu 等解析地分析了 TM 波入射 Narimanov 型黑洞的特性并提出利用各

向同性材料的实现方案.[7,8] 实验方面, Narimanov 型黑洞由 Cheng 等利用非共振

梯度折射率材料首先实现.[10] Genov 提出的方案由 Sheng 等实现.[11] Chen 等根据

真实 Schwarzschild 黑洞的度规张量提出了第一个真正意义上的 Schwarzschild 黑

洞的光学类比.[12] 

本工作利用保角变换, 将基于梯度折射率媒质的Narimanov型黑洞及与之类

似的波束偏转器归为一类, 同时将光学的结论延伸至流体中的声波. 
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4.2 结构的提出 

在实验室的尺度下, 利用变换光学可以设计出模拟黑洞对附近天体全吸收

特性的结构. 在二维情形下, 假设空间 1 为真空. 考虑空间 1 到空间 2 的复映射: 

 mz Az  ,                            (4.2.1a) 

其中 ,A m , 0m  . 利用 iez r  把模和幅角分开, 且各幅角均取主值, 可得

空间 2 中的对应点 ( , )r   : 

mr Ar  ;  m   .                     (4.2.1b) 

特别地, 对于空间1中的直线 sinr B  (B为常数), 经过上述映射后, 成为空间2

中的曲线: 

 

1

sin
mr

B
A m

    
 

.                         (4.2.1c) 

利用(2.1.3)式, 可得空间 2 中的折射率分布: 

 ( 1)d( )
( )

d

m
mAz

n z A m r
z

   .                    (4.2.1d)  

注意到(4.2.1d)为 0m  的情况. 图 4.2.1 给出了空间 2 中光线的轨迹: 
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图 4.2.1 在坐标变换(4.2.1a)作用下, 空间2中光线的传播轨迹. 取A = B = 1, 并取
mz 中幂指

数为 (a) m = -1, -2, -3. 对应于光线被吸引至原点. (b) m = 1, 2, 3. 对应于光线远离原点逃逸. 

 

    对于 0m  , 变换(4.2.1a)失去意义. 为使 ( )n z 能归入(4.2.1d), 另取坐标变换:  

 lnz A z  ,                           (4.2.2a) 

利用(2.1.3)式, 可得空间 2 中的折射率分布: 

 1d( ln )
( )

d

A z
n z Ar

z
   .                     (4.2.2b) 

m = 0 的情况正是下文提出的全方向吸收体结构. 从几何光学的角度看, 该结构

利用对光线的吸引过程近似模拟了天体被 Schwarzchild 黑洞吸收时的运动轨迹. 

从几何光学中的 Fermat 原理出发, 可以直接从所得折射率(4.2.2b)求出光线轨迹. 

在折射率 n 仅有径向分布的情形下, 光线的轨迹与折射率 n(r)的关系如下[4]: 

 
2 2 2

dr

r n r
 





 .                       (4.2.3) 

其中常数 由光线的初始位置确定. 将(4.2.2b)代入(4.2.3), 可得光线轨迹方程: 
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2 2

ln r
A







.                         (4.2.4)  

为使结构物理上易实现, 我们将折射率按(4.2.2b)分布的区域限定在圆形区

域 r < R2内, 外部仍为真空. 考虑到能量守恒, 区域中心 r < R1放置耗散介质以吸

收光能(耗散性质由 的虚部体现). 这样, 结构的介电常数 可以写为[5-8]: 
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                    (4.2.5) 
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4.3 数值模拟 

基于上一节的分析, 我们方便地得出了全方向声吸收体的结构参数. 假定背

景媒质的质量密度和绝热体弹性模量分别为 0 和 0 , 并取结构的质量密度也为

0 , 弹性模量的分布应满足[9]: 

 

0 2

2

0 1 22
2

2
1

0 12
2

( )

i

r R

r
r R r R

R

R
r R

R



 

 


 
  


  


.                   (4.3.1) 

其中 1r R 区域媒质的声耗散特性体现在弹性模量的虚部 上. 

 

 

图 4.3.1 (a) 全方向声吸收体的二维结构图, 1 2R r R  是具有径向分布弹性模量的壳层结

构, 1r R 为耗散媒质. (b) 全方向声吸收体的三维剖面图. (c) 声束在全方向声吸收体中的

传播轨迹, 即(4.1.4)式. 

 

我们利用有限元法对结构与声波的相互作用进行数值模拟. 取 R1 = 4 cm, R2 

= 12 cm. 设定背景媒质为水( 0 = 998 kg/m3, 0c = 1483 m/s ) . 当入射波为高斯声
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束时(波长 1 = 7.4 mm = 0.06 R2), 声束轨迹(图 4.3.2a)与图 4.3.1(c)的理论预测一

致. 当入射声束的中心位置与结构的外边界相切时, 可观察到由于声束具有一定

宽度而被分裂成两部分, 与结构接触的部分被吸引, 未与结构接触的部分逃逸. 

当声束对准结构中心入射时, 声束被直接吸收而并不改变直线传播的轨迹, 这对

应于(4.2.4)式中 0  的情形.  

 

 

图 4.3.2 (a)-(c) 高斯声束入射时的声强分布. (d)-(f) 1 2R r R  是具有径向分布弹性模量

的壳层结构, 1r R 为耗散媒质. (b) 全方向声吸收体的三维剖面图. (c) 声束在全方向声吸

收体中的传播轨迹, 即(4.2.4)式. 

 

从实际应用的角度看, 该结构增加了耗散媒质的吸声截面, 可大幅提高吸声

媒质的吸声效率, 在噪声控制领域有潜在的应用价值. 这一点可以从以下的仿真

结果看出. 此时, 设定入射声波为平面波, 波长 2 = 2.47 cm = 0.2 R2 . 当结构只

保留 1r R 部分的耗散媒质时, 仅有宽度为 2R1 的影区(图 4.3.3(b)). 当相同的入
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射波作用于完整的结构时, 影区的宽度增大至 2R2 (图 4.3.3(a)). 影区的增大幅度

与 R2 / R1 的值密切相关. 因此, 在实际应用时通过调节 R2 / R1, 可以灵活而有效

的控制吸声区域的大小, 与传统方法相比可以较少地使用吸声材料. 

 

 

图 4.3.3 (a) 波长 2 = 2.47 cm = 0.2 R2 的平面波入射, 作用于整个全向吸声体结构. (b) 相

同的平面波入射, 作用于 1r R 部分的耗散媒质. 

 

由于本工作是从坐标变换和几何光学(声学)的角度出发提出以上结构模型, 

考察结构的频率响应特性就非常必要, 尤其是考察在几何光学(声学)失效的低频

区域, 即波长与结构尺寸相当甚至远大于结构尺寸时, 该结构是否有效. 在数值

仿真中, 入射波波长从 22 R  = 5.12 变化至 22 R  = 130.2 , 计算出取每个

波长值时耗散媒质吸收的声功率. 该计算也分别对单独的耗散媒质(图 4.3.4(b)中

红色曲线)和整个结构(图 4.3.4(b)中蓝色曲线)进行, 从结果可以看出, 在不考虑

耗散媒质的吸声性能的频率响应时, 结构是宽带的. 然而, 耗散媒质的具体实现

形式将决定弹性模量的虚部 的频率响应, 该因素会影响结构的有效带宽. 另一

方面, 梯度变化的媒质层 1 2R r R  一般将会基于等效媒质理论用亚波长结构实
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现, 这也将引入结构带宽的下限. 这些因素在结构的具体制作中都应重点考虑, 

以实现具体问题中所要求的带宽. 

 

 

图 4.3.4 (a) 入射平面波波长为 = 24.7 cm 时的声压分布. (b) 蓝色和红色曲线分别为整个

结构和单独的耗散媒质的声吸收功率. 
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4.4 小结 

本章从复平面上的变换光学出发, 结合几何光学理论, 提出了能近似模拟天

体黑洞的吸收特性的声全方向吸收体. 在仿真中, 我们验证了它控制声束轨迹以

致将其吸引以及增大声耗散媒质吸收截面的特性. 最后, 我们讨论了影响其宽带

特性的若干因素, 对于结构的实现有一定指导意义. 该结构在对天体物理现象的

实验室演示以及噪声控制工程中均有潜在的应用价值. 
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第5章 波导管中声波的非对称传输 

波导管中声波的传输问题是理论声学中的一个经典问题. 研究的内容一般

包括对某种特定横截面的波导中的各种传播模式的空间分布和截止频率的讨论. 

同时也涉及波导管的截面突变或者截面周期性变化的波导管中的传播性质. 声

波的非对称传输是近几年提出的一个新概念, 由于该现象曾经在电子线路中(电

子二极管)产生了革命性的影响, 故再次引起了相关研究者的极大兴趣. 本章讨

论如何利用梯度折射率媒质在平直的波导管中实现声波的非对称传输, 对声波

的非对称传输的研究做出进一步的探索. 
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5.1 研究背景 

电子二极管作为实现电流的单向流动的电子器件, 奠定了当代的信息科学

技术等领域的基石, 产生了革命性的影响. 随后, 受电子二极管的启发, 研究者

们开始致力于设计控制其他形式能量单向流动的器件. 最近, Liang 等在声波非

对称传输的理论和试验工作中取得了重要进展. 他们提出的所谓声波二极管结

构, 由一维声子晶体和强非线性媒质组成[1,2]. 随后, 在线性和非线性声学范畴均

提出了多种其它设计方案[3-5]. 尽管已经提出的结构在组成和性能上有明显不同, 

它们的内部机制本质上是相似的. 这些结构由两部分构成, 一个将入射波在频率

空间[1,5]或波矢空间[3,4]进行转化的转化器, 和一个对原始入射波和转化而得的波

具有不同的透射效果的滤波器. 

然而, 基于上述机制的设计不可避免的导致若干共同的缺陷. 首先, 该机制

只能对具有特定波长的入射波起作用, 这导致了结构的窄带特性. 同时, 在利用

衍射或非线性机制对入射波的转化中, 存在较强的能量损失[2,3]. 其次, 转化器与

滤波器在界面上的不匹配导致了反射波对声源的干扰, 鉴于此, 本文提出了与上

述机制完全不同的, 基于具有梯度声速分布的声子晶体结构非对称声传播结构. 
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5.2 模型的提出和理论分析 

本模型的结构示意图如图 1 (a)所示. 梯形区域 ABGF包含三部分. 第一部分

为平行四边形区域 ABCD, 该区域声速沿 x 轴从 0c (背景媒质声速)梯度变化至 1c  

( 0 1c c ), 同时保持沿着 AB 方向均匀. 不失一般性, 我们选取一个线性函数: 

0 1 0( , ) ( )( tan )c x y c c c x y l    (坐标系如图 1(a)中所示). 这里, l是线段 BC 的

长度而角度 的正切值表征了 AB 的斜率. 结构的第二部分为三角形区域 DEC, 

其声速恒为 1c . 第三部分为矩形区域 EFGC, 其声速从 1c 梯度变化至 0c . 所有的

边界均为刚性壁面除了在 AD 边界处附有理想的吸声材料. 整个结构的密度与背

景媒质相同, 记为 0 . 声波的非对称传输主要在平行四边形区域 ABCD 中实现. 

结构中的另外两部分仅仅为了消除边界处声阻抗的不匹配. 

 

 

图 5.1 (a) 模型的几何示意图, 渐变的颜色表示梯度分布的声速. (b) 非对称声波轨迹的示意
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图. (c) 由数值计算方程(5.2)得到的非对称声传播轨迹. 

 

众所周知, 声波在不同媒质的分界面上的传播行为遵守 Snell 定律, 即

i t i tsin sin c c   . 这里 ic 和 tc 分别为入射波和透射波所在媒质的声速, i 和 t

分别为入射角和折射角. 当左侧入射的平面波进入结构, 它将不断地遇到逐渐变

小的声速. 在任何一个平行于 AB 的平面上, 透射角 t 永远小于入射角 i , 因此

法线方向成为光线传播方向的渐近线. 这表明左侧入射的平面波是可以透过结

构的. 相反, 对于右侧入射的平面波, 透射角 t 永远大于入射角 i , 这使得波的

传播方向可以被弯曲至几乎与 AB 平行. 最终, 声波被放置于上壁面处的完美吸

声材料吸收, 这导致右侧入射的声波不能透过结构. 由于结构放置于特定的背景

媒质中, 故保持与背景媒质的阻抗匹配极其重要. 这就是结构中第二部分和第三

部分的作用. 

声波在该结构中的传播轨迹可以在几何声学的近似下求得. 根据 Fermat 原

理, 任意两点 P 和 Q 之间波的实际传播路径取所有可能路径中最短的一条, 数学

上表示为[7]: ( )d 0
Q

P
n s  r . 式中 为一阶变分算符, s 为声线的长度, ( )n r 为媒

质的折射率分布 . 如果将声波的轨迹用参数方程表示 : ( )x x t , ( )y y t , 

( )z z t , 我 们 可 以 将 费 马 原 理 写 成 , d 0
Q

P
L t  . 这 里

2 2 2( ) (d d ) (d d ) (d d )L n x t y t z t  r  称为 Lagrange 函数. 与分析力学类似, L

满足 Lagrange 方程. 最后, 声线轨迹满足的方程可表示为[7]: 

 
d d

d d
n n

s s
    
 

r
,                           (5.1) 

其中 ( )sr r 为声波的传播轨迹. 这里我们只计算沿 x轴水平入射声波, 故声波在
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媒质中未发生大角度偏折. 这允许我们用 dx代替 ds . 于是, 方程(1)可近似表示

为: 

 
2

2

d d

d d

y n y n
n

x x x y

 
 
 

.                          (5.2) 

数值求解(5.2)给出了声波沿不同方向入射的轨迹. 这里去结构的几何参数

为 l = 0.475 m, CG = 0.075 m, tan = 2 ( 63.4   ). 声速(单位 m/s)分布写作

( , ) 134.7( 2 ) 337c x y x y    . 方程的边界条件设为 : 左边入射时 (0) 0y  , 

(0) 0y  ; 右边入射时 (0.475) 0y  , (0.475) 0y  . 计算所得的声线轨迹如图 5.1 

(c)所示. 尽管使用了近轴近似, 不对称传播的轨迹依然可以观察到. 注意到左侧

入射的声波经过结构并被反射时, 并不能返回到声源处, 这是由于反射波将按照

右侧入射的轨迹传播, 最终被上壁面放置的吸声材料吸收. 这是本结构由于先前

的设计的一个优势. 

 

图 5.1 (a) 基于声子晶体的实现方案的几何示意图, 渐变的颜色表示梯度分布的声速. (b) 前

51 个点为结构第一和第二部分的圆柱体填充物的半径, 最后 7 个点为结构第三部分的圆柱

体填充物的半径. (c) 由等效媒质理论得到的等效声速分布(沿直线 y = 0.2). 

为了证明该结构的易实现性, 我们用基于声子晶体的超材料给出一种实施
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方案. 早先的研究已经证实, 填充率变化的声子晶体时梯度折射率材料的一种较

好的实现方案. 尽管移动媒质也可提供不对称声速分布, 但是梯度声子晶体显然

是一个更简单方便的选择.[8-10] 这里我们选用填充物为有机玻璃(  = 1180 kg/m3, 

c = 2700 kg/m3的圆柱体的六角形声子晶体, 如图 5.2 (a)所示. 为了便于和之前的

理论计算作对比, 我们取与之前相同的几何参数. 背景媒质为空气( 0 = 1.25 

kg/m3, 0c = 343 m/s) . 在亚波长区域, 声子晶体的等效声速可以由改变填充率 f

来调节,亦即调节圆柱体的半径.[10] 因此, 在本实现方案中, 圆柱体的半径沿声

速改变方向梯度变化, 而晶格常数设为定值 a = 1.5 cm. 为了证明基于声子晶体

的实现方案的有效性, 我们同时使用等效媒质理论模拟了声场的分布以作比较. 

对于低填充率的声子晶体, 其等效声速 effc 与填充率 f 的关系可以用以下公式表

述: eff 0 1c c f  .[9] 同时, 六角形声子晶体的填充率 f 与圆柱体形填充物的半

径 r 的关系可表示为: 22 ( ) 3f r a .[9] 根据以上公式计算所得结构的声子晶

体的等效参数见图 5.2 (c). 

我们利用有限元仿真的方法验证了结构的有效性. 图 5.3(a)和(b)分别为入射

声波的波长为 = 7.62 cm 5a 时, 基于声子晶体的结构产生的效果图, 用声强幅

值的分布表征. 作为对比, 图 5.3(c)和(d)为基于图 5.2 (c)等效参数的仿真结果. 

可以观察到, 基于等效参数的仿真结果与基于声子晶体的实现方案吻合得非常

好. 两者微小的差别来源于基于多重散射的局域化效应. 

图 5.3 的仿真结果与图 5.1 中基于声线方程的数值预测也很一致. 这进一步

说明了该实现方案的有效性. 同时, 声子晶体的实现方案与等效媒质理论的结果

也吻合得很好进一步说明利用声子晶体实现我们提出的方案是准确可行的. 值



南京大学博士毕业论文 

91 

 

得注意的是, 非对称的栅格或狭缝结构会在不同的传播方向上出现不同的透射

声的模式,[11,12] 这些机制也有可能被利用于实现声波的非对称传输. 然而, 本方

案是在亚波长区域基于几何声学的理论提出的非对称传输, 而不涉及非对称的

声传播模态. 因此, 我们的方案理论上具有更大的带宽. 

 

 

图 5.3 分别为入射声波的波长为 = 7.62 cm 5a 时的声强分布. (a)(b)基于声子晶体的结构

产生的效果图; (c)(d)基于等效参数模型的效果图. 图中箭头为入射波方向. 

 

为了证明本结构的宽带特性, 我们数值计算了系统透射系数的频率响应(从

100 Hz 到 11 kHz), 如图 5.4 (a)所示. 结果显示, 基于声子晶体的实现方案的有效

带宽从2 kHz至8 kHz (相应的波长从3a到11a), 带宽与中心频率之比达到120%. 

同时, 基于等效媒质理论计算所得的透射系数(如图 5.4 (b)所示)与声子晶体实现
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方案在总趋势上基本一致. 在低频极限处, 由于声波衍射效应趋于显著而使结构

部分失效. 此时, 由于结构尺寸与波长相当甚至小于波长, 声波从两个方向入射

后的传输基本是对称的. 与等效媒质的计算结果不同的是, 基于声子晶体的实现

方案同时具有有效频率上限. 当声波波长减小至等效媒质理论的有效临界波长

值, 声子晶体将出现传输禁带, 这时声波沿两个方向入射均不能传输, 如图 5.4 

(a)的高频部分所示. 然而, 通过调节晶格常数 a 可以实现具体实验中需要的带宽. 

另外, 置于结构上壁面的吸声材料可以使用传统的微穿孔板或多孔媒质等等, 也

可以使用声子晶体实现.[13] 声子晶体中声波的衰减特性与声波波长和填充率同

时有关. 通过恰当地调节晶格单元的尺寸和填充率, 我们可以获得足够的吸声能

力来作为上壁面处的填充材料. 

 

 

图 5.4 透射系数的频率特性, 蓝色实线为左侧入射情形, 红色实线为右侧入射情形. (a) 基于

声子晶体的实现方案 (b) 基于等效媒质理论的模型. 



南京大学博士毕业论文 

93 

 

5.3 小结 

本章提出了一个二维基于梯度材料的不对称声传输结构. 它具有与之前提

出的模型完全不同的物理机制. 我们同时提出了基于声子晶体的一种实现方案. 

数值仿真结果表明, 基于声子晶体的实现方案实现了宽带的声波非对称传播. 另

外, 该结构不会出现反射声波干扰声源的问题. 这一点使得本结构应用在聚焦超

声治疗等领域时具有独特的优势. 同时, 基于二维 Maxwell 方程和声波方程之间

的变量对应关系, 未来在电磁波领域也可以设计和实现具有相似机制的非对称

传输结构. 
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第6章 结束语与工作展望 

随着纳米加工工艺水平的提高和 3D 打印技术的广泛应用, 人工微结构在诸

多物理领域显示出强大的生命力. 上世纪中期兴起的量子光学理论经过半个多

世纪的发展日趋成熟, 很好的描述了光与物质的相互作用过程. 这为当前处于科

技前沿的量子通信和量子计算等领域提供了强有力的理论保障. 本世纪初兴起

的变换光学理论作为描述和控制电磁场的新工具也引起了研究者的极高兴趣. 

经过十年的发展, 变换光学自身从最初在 Descartes 坐标系下的简单映射, 发展

到真实空间与复平面上黎曼面之间的复变量映射, 再到利用广义相对论的有关

结论基于四维时空坐标的映射, 实现了时空斗篷等结构.  

 

本文的工作均基于以上理论和方法, 主要的创新点有: 

1. 第一次将变换光学理论用于解决量子光学中的 QE-SP 强耦合问题, 通过

数值和近似的解析结果, 揭示了纳米颗粒二聚体型腔体与QE强耦合的物理机制, 

并成功分析了最近发表的单分子与微纳腔体在室温下实现强耦合的实验, 所得

结果与实验结果获得了较好的吻合. 

2. 第一次在声学领域提出模拟天体力学现象的全方向吸声体结构, 并提出

了可能的实现方案. 

3. 第一次在平直的声波导管中实现了声波的非对称传输. (注意到先前的工

作是在 V 字形的波导管中实现的非对称声传输).  

未来工作展望： 
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1. 进一步细化创新点 1中的理论工作, 研究几何形状非对称, 材料参数非对

称等情况下腔体与 QE 组成的系统的性质. (注意到, 第 3 章中对单分子室温下与

SP 的强耦合实验的分析已经是几何结构非对称的一个例子). 

2. 结合广义相对论的相关结论, 针对其他的天体力学现象设计出经典波下

的类比结构, 包括混沌现象等. 

3. 进一步设计基于其他物理机制的声波非对称传播结构, 针对在超声治疗

等应用领域的具体要求提出更加易于实际使用的新结构.
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