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Capitulo 1

Prefacio

El tomar apuntes constituye uno de los principales desvelos de los alum-
nos en los cursos de licenciatura. De hecho, algunos alumnos desarrollan una
sorprendente habilidad en esta materia. Sin embargo, muchas veces el esfuerzo
puesto en tomar notas lleva a desatender el contenido de lo que se discute en
clase. Desde este punto de vista resulta de gran utilidad el disponer de textos
que se ajusten al programa de cada asignatura. Lamentablemente, en el caso de
asignaturas avanzadas como Mecanica Estadistica Avanzada, sélo disponemos
de textos que cubren de manera parcial diversas partes del programa.

Las presentes notas tienen por objeto cubrir esta necesidad, al menos en
forma provisional. Han sido elaboradas en base a mis notas personales prepara-
das durante el dictado de la asignatura en los cursos 92/93 y 93/94. Si bien no
tienen el nivel de elaboracién que se podria esperar de un libro de texto pueden
resultar un buen complemento para los que se discute en clase.

Las notas se organizan en ocho capitulos: introducciéon y fenomenologia
bésica, teorias fenomenolégicas I, teorias fenomenoldgicas II, mecanismos mi-
croscopicos, teoria BCS a temperatura cero, teorias BCS a temperatura finita,
aplicaciones de la teoria BCS y un ultimo capitulo dedicado a temas avanzados
en el que se estudian lais ecuacines de Bogoliubov-de Gennes y algunas de sus
aplicaciones. A su vez, cada capitulo se encuentra dividido en secciones que se
corresponden, aproximadamente, con cada una de las clases individuales que
constituyen el curso.

Las notas estan provistas también de una serie de ejercicios y problemas que
pueden utilizarse en la evaluacién. Hacemos aqui la distincion entre ejercicios, en
los que tipicamente se requieren pequenos desarrollos algebraicos y problemas
propiamente dichos que tienen por objeto aplicar los conceptos generales al
andlisis de una situacién particular.

Espero que estas notas puedan resultar también de utilidad a futuros profe-
sores de la asignatura.



Capitulo 2

Introduccion:
Fenomenologia Basica

Descubrimiento de la superconductividad:

Hacia 1908 el fisico holandés Kamerling Onnes habia conseguido licuar helio
logrando T' < 4K . Hacia 1911 estudia la resistividad del mercurio y encuentra
un comportamiento como se muestra en la figura:
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Figura 2.1: Resistencia del Hg como funcién de T'

Lo maés sorprendente para Onnes no fue encontrar que R — 0 para T — 0
ya que esto era de esperar si el metal fuera lo suficientemente puro. Habia, al
menos, dos motivos para sorprenderse:

1) La desaparicién de la resistividad no era gradual sino abrupta (R se reducia
varios érdenes de magnitud en un intervalo de 0,02K).
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2) La resistividad por debajo de la transicién no aumentaba al agregar im-
purezas.

Onnes se dié cuenta que estaba ante un nuevo tipo de transicion de fase y
llamé superconductor al estado del mercurio por debajo de los 4K . El mismo
tipo de transicion fue detectado luego en otros metales y el fenémeno fue llamado
superconductividad.

La temperatura a la cual R se anula se llama temperatura critica T, y es una
propiedad caracteristica de cada material superconductor. Entre los metales
puros la més alta T, es la del niobio (T.(Nb) = 9,25K) y la méas baja es la del
tungsteno (T.(W) = 0,015K).

A medida que se lograban temperaturas méas bajas se descubria que nuevos
metales eran superconductores. No se puede descartar que, a temperaturas no
alcanzadas atin en el laboratorio, todos los metales se vuelvan superconductores.

Es instructivo echar un vistazo a la distribucién de los superconductores
conocidos sobre la tabla periédica (podemos tomar, por ejemplo, la tabla que
viene en el capitulo 34 del libro de Ascheroft y Mermin). Vemos que:

- No sélo los metales pueden ser superconductores. También algunos semi-
conductores como S% o Ge pueden serlo cuando se aplica presiéon o cuando
se preparan en laminas delgadas.

- Los metales con orden magnético (Fe, Co, Ni, etc.) no son superconduc-
tores.

La incompatibilidad entre campos magnéticos y superconductividad es un
hecho general que ya habia sido detectado por el propio Onnes: encontrd que un
campo magnético suficientemente grande podia destruir la superconductividad.
Ademiés observé que el proceso era reversible: al quitar el campo magnético se
recuperaba la superconductividad.

Por aquel entonces la resistividad nula era la dinica propiedad que caracteri-
zaba al estado superconductor, es decir que el superconductor era equivalente a
un conductor perfecto. Esta idea llevaba a pensar que el estado superconductor
no podia ser un estado de equilibrio termodindmico. La razén era la siguiente:

R=0 — E;;=0 ﬁ%:o
ot

Es decir, ya que el campo eléctrico debe ser siempre cero en el interior del su-
perconductor, no puede haber variaciones en el campo magnético en el interior.
Esto nos lleva a la siguiente paradoja:

Consideremos los dos siguientes procesos para alcanzar un determinado es-
tado (T < T,, H < H.(T)).

1) A T > T, el metal se coloca en el campo magnetico H. El campo dentro
del metal es igual al de fuera ya que la permeabilidad de un metal normal
es practicamente 1. Al bajar T por debajo de T¢ el campo en el interior
debe seguir siendo B ya que en el estado superconductor B = 0.

2) La muestra se enfria a campo cero y luego se aumenta el campo externo.
En este caso B;,: continuara siendo nulo al aumentar el campo ya que
B =0.
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Llegamos a la conclusién que para unas dadas condiciones externas de campo
y temperatura el campo en el interior del superconductor depende de la trayec-
toria seguida para alcanzar dichas condiciones. En otras palabras, el estado
superconductor en un campo magnético no es un estado de equilibrio termo-
dindmico ya que existen infinitos estados que se pueden alcanzar dependiendo
de la trayectoria seguida.

Esta era la situacién hasta que en 1933 Meissner descubié lo que pasaria a
ser la segunda propiedad fundamental del estado superconductor. Junto con su
colaborador Ochsenfeld, Meissner se dedicé a medir el campo magnético alre-
dedor de una muestra superconductora enfriada siguiendo distintas trayectorias
en el plano (H,T) y concluyeron que siempre el campo debia ser expulsado
completamente del interior de la muestra. Es decir, en el estado superconductor
B, es siempre nulo.

H
H(0) HA(T)

Normal

Superconducting

0 T. T

Figura 2.2: Diagrama de fases del estado SC

A esta propiedad se le llama efecto Meissner. Debe notarse que el efecto
Meissner NO es una consecuencia de R = 0 que en todo caso implica B;,; = cte.
Al determinar univocamente el campo en el interior del superconductor, el efecto
Meissner permite reconciliar R = 0 con el equilibrio termodindmico.

Notar que el efecto Meissner es equivalente a tener diamagnetismo perfecto.
Como Bj,: = H + 47 M, siendo M la magnetizacion, se tiene:

Bt =0 = sz/Hz_—1
4
El diagrama de fases de un superconductor tradicional es como se muestra
en la figura 2.2. A partir del descubrimiento del efecto Meissner se comienza a
aplicar con éxito las leyes de la termodindmica para analizar las propiedades del
estado superconductor.

El calor especifico:
Otro de los hechos experimentales basicos que caracterizan al estado SC es
el comportamiento del calor especifico. Recordemos que para un metal normal
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Figura 2.3: Calor especifico en el estado SC (ces) y en el estado normal (cep,)
como funcién de la temperatura

¢n = AT + BT3

donde el término lineal se debe a las excitaciones electrénicas y el término ctibico
a las vibraciones de la red. Eliminando la parte debida a los fonones (que por otra
parte es despreciable cuando T' < p, siendo 0p la temperatura de Debye) lo
que se observa experimentalmente que ¢ presenta una discontinuidad en T' = T,
caracteristica de toda transicién de fase de 2do. orden.

En la regién de muy bajas temperaturas se observa que ¢, ~ e~ */T. Este
hecho, como veremos, nos dice mucho sobre la naturaleza del estado supercon-
ductor y en particular de su espectro de excitaciones. Notemos simplemente que
cs — 0 mas rapidamente que ¢, con lo cual o bien menos electrones contribuyen
a cs o bien la entropia del estado SC es menor a la del estado normal. Veremos
que ambas afirmaciones son ciertas.
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2.1. Teorias fenomenolégicas I: Termodinamica
del estado superconductor

Vamos a comenzar este curso con la revisiéon de las teorias fenomenoldgi-
cas sobre el estado superconductor. Como su nombre lo indica, estas teorias no
nos permiten explicar el fenémeno desde “primeros principios” (o sea a partir de
leyes fundamentales) pero si sirven para sistematizar un conjunto de hechos fun-
damentales y vincularlos unos con otros. Como veremos, estas teorias resultaron
ser una valiosa guia para el desarrollo de la teoria microscépica.

Comenzaremos por analizar el fenémeno desde el punto de vista de la ter-
modindmica. Vimos en la clase anterior que el efecto Meissner garantiza la exis-
tencia de un tnico estado de equilibrio para cada valor del campo magnético
externo H y la temperatura T. Queremos saber que informacién pueden pro-
porcionar las leyes de la termodinamica acerca de la transicién superconductora
tomando al efecto Meissner como un postulado a cumplir.

;Cudl sera el potencial termodindmico que se debe minimizar para un su-
perconductor en presencia de un campo magnético?

Repasemos algo de termodindmica. Sabemos que en un sistema mecénica-
mente aislado (o sea que no se realiza trabajo) y a temperatura constante el
estado de equilibrio es aquel que minimiza la energia libre de Helmholtz:

F=FE-TS

Sin embargo, para un superconductor en un campo magnético si hay un
trabajo ya que al introducir H se induce una magnetizacion en el sistema. Por
tanto no podemos decir que F' sea minima en este caso.

Para encontrar el potencial a minimizar comenzemos por calcular el trabajo
que realiza el campo sobre el sistema. La energia de interaccién de un momento
magnético M en un campo H es:

U=-MH
Luego, el trabajo realizado para pasar de M a M+ AM es:

AW = —-AU = HAM
donde hemos supuesto, de aqui en mas, que H y M son paralelos. Conociendo
el trabajo podemos calcular la variacién en la energia interna por el primer
principio:
AE =AQ+ AW =TAS + HAM

Andlogamente, en el caso de un fluido a presién y temperatura constante:

AE =TAS — PAV

lo cual nos permite asociar P con —H y AV con AM. Esta analogia nos dice
que el potencial a minimizar es la energia libre de Gibbs G = F + PV, que en
el caso del superconductor se expresa:

G=FE-TS—-HM
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Tomando el diferencial total de esta expresion e imponiendo las condiciones
AT = AH = 0 se comprueba que AG = 0.

Analicemos ahora la expresion de G para el estado normal y para el estado
superconductor. En el caso normal M ~ 0 con lo cual:

G.(T,H)=FE—-TS5=G,(T,0)
En el caso superconductor M = —H/(4x) debido al efecto Meissner. Para
obtener G hay que obtener dGs/0H e integrar:
0G, H
dGs=-8SdT' — MdH — — =-M = —
0H 4
H2
= G,(T,H) = G4(T,0) + o
0
Esto indica que el estado superconductor serd mas estable que el normal
mientras G5 < Gy. Al aumentar H, G; aumenta hasta igualar G,,. Sobre la
curva de transicién tenemos:

Gn(T, He(T)) = Go(T, He(T)) => G, (T,0) — G4(T,0) = H‘zf)

Hay mucha informacion que se puede extraer de esta relacién. Lo haremos
en forma de problema (problema nro. 1):

(2.1)

1) A partir de la relacién (1) estimar la diferencia de energia entre el estado
normal y el estado superconductor a temperatura cero para distintos me-
tales (usar los valores de H. tabulados por ejemplo en el libro de Ashcroft

y Mermin).
2) Demostrar a partir de (1) que
H.dH,
S, — Sy =——
4m dT
Como ddféc < 0 VT esto indica que S,, > S5 VT'. Por otra parte H.(T.) =0

mientras que ddféc (T;) = cte resulta Sy, (T,) = Ss(Te).

3) Demostrar que

T d*H?

8m dT?
Esta relacién indica que hay una discontinuidad en ¢ para T = T, como
corresponde a una transicién de segundo orden.

Cp — Cs =

4) En muchos superconductores se cumple razonablemente la relacién uni-

versal
7o~ (z)

a) usar esta relacién para estimar la discontinuidad en el calor especifico
y compararla con resultados experimentales para distintos metales.

b) Determinar la ley que debe seguir el calor especifico con la temperatura
en un superconductor, sabiendo que en el caso normal ¢, ~ T y tomando
como cierta la relacion parabdlica para el campo critico.
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2.1.1. El estado intermedio y corrientes criticas

Lo que hemos visto hasta aqui sobre el efecto Meissner corresponde a una
situation experimental ideal en la cual todo el material esta o bien en el estado
superconductor o bien en el estado normal. En esta situacion la magnetizacién
aumenta linealmente como funcién del campo externo hasta que se alcanza el
campo critico H, y luego se hace cero. Sin embargo, en una situacién real lo que
se obtiene es una curva de magnetizacién como muestra la figura 2.4.
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Figura 2.4: Curva de magnetizacién en un caso real

Vamos a considerar el caso de una esfera para mostrar que la situacién ideal
no siempre puede darse. Las lineas de campo fuera de la esfera son las que
correponden a un campo magnético uniforme (el campo externo) mds el campo
debido al momento magnético inducido en la esfera, que es equivalente al de un
dipolo magnético en su centro. El campo por tanto no es uniforme en el exterior
de la esfera, siendo menor en los polos (orientados segin el campo exterior) que
en su ecuador. Por tanto, al aproximarnos al campo critico, tenemos un campo
neto mayor que el critico en la regién del ecuador y un campo menor que el
critico en la regién de los polos. Existird un campo H;,y < H, para el cual el
campo en el ecuador de la esfera es igual al critico. Este es el valor donde la
curva de magnetizacién alcanza su valor maximo (ver figura 2.4).

Cuando H;,y < H < H. no todo el material puede pasar al estado normal
y tampoco puede todo el material ser superconductor. El resultado es que para
estos valores del campo magnético el material contiene regiones normales y
superconductoras, de aqui el nombre de estado intermedio. Hay dos preguntas
que surgen aqui:

1) ;Cudl es el valor de H;,y para una geometria dada y en particular para el
caso de la esfera?

2) {Coémo se distribuyen las regiones normales y superconductoras dentro del
material?

La primera pregunta es relativamente facil de contestar. Consideremos la
esfera en una situaciéon con efecto Meissner completo. El campo en el exterior



2.1. TEORIAS FENOMENOLOGICAS T 11

es la superposicién de un campo uniforme y el creado por un dipolo magnético
%TFR3M ubicado en el centro de la esfera, donde M = — H;,,; /47 es la magnetiza-
cién. El campo en el interior H;,; es uniforme pero no es igual al campo externo
H. Por magnetostética sabemos que H;,; = 3H/2. Por tanto el campo maximo
para el cual se tiene Meissner completo en todo el material es Hiny = 2H./3
como se ve en la figura 2.4.

En general H;,y = xH,, siendo x < 1 un factor que depende de la geometria.
x se puede relacionar con el factor de demagnetizacion n, definido por:

Hini = H—4mnM

Tomando H;,y = H. y M = —H;,./(47) se obtiene z = 1 — n. Lo cual
indica que para eliminar el estado intermedio deber ser n = 0. Esta situacién se
obtiene para un cilindro infinito orientado en la direccion del campo externo.

Acerca de la distribucion de las regiones normales y superconductoras, la
intuicién sugeriria que la regién del ecuador de la esfera pasa al estado normal y
el resto sigue siendo superconductor. Sin embargo esto lleva a una contradiccién
ya que para que haya equilibrio en la interfase entre la regién normal y la
superconductora debe ser Hpier fase = H. Pero en la zona normal tendriamos
H < H_. porque al pasar al estado normal las lineas de campo se descomprimen
con lo cual el material deberia volverse superconductor.

Para lograr el equilibrio es necesario alternar ldminas de estado normal en
las que B;,: = H. y laminas superconductoras con B;,; = 0. Las laminas se
orientan paralelas al campo magnético externo. Se pueden observar directa-
mente utilizando limaduras de hierro sobre la muestra. Los interesados pueden
encontrar mas detalles sobre el fenémeno en el libro de Abrikosov.

Vamos a considerar ahora que ocurre cuando el superconductor conduce
corriente. ;Es posible aumentar indefinidamente la corriente a través de un
material superconductor?

Evidentemente no. Un mecanismo evidente que destruye la superconducti-
vidad es que la corriente genera un campo magnético y existira, por tanto, una
corriente critica I, para el cual este campo es igual al campo critico H.. Desde
este punto de vista la corriente critica debera depender de la geometria de la
muestra.

Como ejemplo consideremos un cable superconductor cilindrico de radio a.
;, Cuadl serd el valor de 1.7 Por ley de Ampere

21 caH,.
= — —> IC =
cr 2

H(r)

A este fenémeno se lo llama efecto Silsbee. Notar que para que el material
este en el estado superconductor B;,; = 0, con lo cual la densidad de corriente
no puede ser uniforme sino que tiene que estar limitada a una delgada capa
superficial. Luego B = 0 en el interior excepto en esta capa.

Para I > I. se tiene una situacion similar a la del estado intermedio en un
campo magnético externo: uno puede suponer ingenuamente que la supercon-
ductividad se destruye primero en una capa superficial. La corriente fluird en-
tonces en una capa interfacial de radio r;,; < a. Pero entonces H;,; > H,., con
lo cual el estado normal deberia avanzar hacia el centro del cilindro y destruir la
superconductividad en todo el cable. Pero en ese caso la corriente se distribuiria
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uniformemente, siendo la densidad I/(wa?) — I(r) = Ir?/a®. Luego el campo se
reducird hacia el centro ya que B(r) = 2Ir/(ca®) y entonces Heentro < He y 1O
podemos estar en el estado normal. Nuevamente encontramos una contradiccién.

Esta contradiccién se resuelve suponiendo que el interior del cable (r < 7i,)
se encuentra en un estado intermedio. La distribuciéon de laminas normales y
superconductoras no es ficil de determinar. Hay célculos que muestran que
las regiones superconductoras forman discos alrededor del eje de simetria del
cilindro.

Cuando I > I. debe comenzar a observarse una resistividad finita en el cable.
Como problema (problema nro. 2) les propongo determinar una expresién
tedrica para R(I) con I > I, con la siguiente ayuda:

1) En la regién en el estado intermedio H(r) = H.,.
2) En la regién normal la densidad de corriente es uniforme.

3) Determinar la distribucién de corriente en la zona r < r,; a partir de 1)
y 2) estableciendo continuidad en la densidad de corriente para r = 7.

4) Tener en cuenta que las secciones transversales del cable deben ser equi-
potenciales.
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2.2. Teorias fenomenolégicas II: Electrodinami-
ca del estado superconductor

2.2.1. Teoria de London

En la aplicacion de las leyes de la termodindmica al estado superconductor
que acabamos de ver el efecto Meissner era un postulado que debia cumplirse.
No sabemos nada atin sobre su origen microscopico. Pero antes que eso, no
sabemos como se las apanan las leyes del electromagnetismo para dar lugar a un
apantallamiento perfecto del campo B en el interior del material. Comencemos
por estudiar el comportamiento del campo en las proximidades de la superficie
del material superconductor.

La ecuacién V x H = 0 nos dice que Hipy| = Hegt| = Best|| Ya que no hay
corrientes libres sobre la superficie.

Por otra parte la ecuacién VB =0 implica Eint.ﬁ = Eext.ﬁ = ﬁext.ﬁ =0,
con lo cual H debe ser paralelo a la superficie. Por otra parte como B;,; =0y
Beyt) = Hegy # 0 tenemos una discontinuidad en el campo B tangencial. Esto
indica que debe haber una densidad de corriente superficial inducida sobre el
conductor. Llamaremos J: a la densidad de corriente. Las ecuaciones de Maxwell
nos dicen que:

- 47

VxB= —Js
Utilizando el teorema de Stokes es facil ver que

4dm
Hemt” = Bemt” - Bint” = K,
C

donde K, = J,AA/Al es la densidad superficial de corriente (AA es el drea
con corriente no nula que corresponde a un elemento de arco Al paralelo a la
superficie). Esta densidad de corriente superficial es la que apantalla al campo
magnético exterior. Por tratarse de un superconductor esta corriente serd una
supercorriente, es decir que fluye sin disipacion.

En una tratamiento macroscépico del problema se puede considerar que la
corriente fluye s6lo en una capa de espesor infinitesimal. Sin embargo, sabemos
que este espesor debe ser finito ya que si no tendriamos que J; — oo sobre la
superficie, lo cual no ocurre en realidad.

El espesor en el cual J; # 0 se llama longitud de penetracion y se denota
por A. Los primeror en senalar la existencia de esta longitud caracteristica fue-
ron los hermanos F. y H. London, quienes introdujeron hacia 1930 una teoria
fenomenoldgica que permite describir el comportamiento del campo magnético
sobre la superficie de un superconductor.

Para deducir las ecuaciones de London vamos a suponer valida una aproxi-
macién clasica para los electrones dentro del superconductor. Si un electrén no
sufre colisiones (conductividad perfecta), la ecuacién cldsica de movimiento es:
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—
—

me— = ek

dt

donde E es el campo eléctrico. Como, por otra parte J, = neetv, donde n, es la

densidad electronica, se tiene:
me \ dy _ g
nee? ) dt

Notar que estamos suponiendo que todos los electrones son acelerados por el
campo.

En esta aproximacién clasica se puede considerar a los electrones como un
fluido. Tenemos entonces:

d 0
E—E—F’Uv

y el termino debido al gradiente se puede despreciar si ¥ es pequena frente a vp
(la velocidad de Fermi). Se obtiene asi la primera ecuacién de London:

0 B
AT) = B 2.2
5t (A7 (22)
donde A = m./(n.e?). Por otra parte, la ley de Faraday nos dice que:

- - 10B d 1
VXE=-—-"2 = = [AV x J, + B =0
c Ot ot ( )
Hasta aqui no hay nada mas que las propiedades de un conductor perfecto
Lo nuevo surge al imponer que en el interior del material tanto J, como B sean
cero, con lo cual no sélo la derivada del paréntesis debe ser cero sino la propia

expresion entre paréntesis:

AV x T+ 2B =0 (2.3)
C

Las ecuaciones (2.2) y (2.3) son la base de la teoria de London para describir
la electrodindmica del estado superconductor. Estas ecuaciones, en combinacion
con las ecuaciones de Maxwell deben permitir obtener la distribuciéon de campos
en presencia de superconductores. Vamos a ver como la ecuacién (2.3) lleva al
efecto Meissner y nos permite determinar la longitud de penetraciéon A. De
acuerdo con las ecuaciones de Maxwell tenemos:

. > = = 5 AT -
VxB=—J,=VxVxB=-VB=—V xJ

c c
Introduciendo esta expresion en (2.3) se obtiene la ecuacién para B:

4
V2B =B
2\
Esta ecuacion se puede resolver para ciertas geometrias sencillas. Por ejem-
plo, en el caso de un plano en presencia de un campo exterior paralelo a la

superficie se obtiene:

B(z) = He*/* si (x <0)
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donde \? = (47n.e?)/(c®*m,) para el campo en el interior del superconductor.
La densidad de corriente estd dada asimismo por

_ cH ew/k
4 A
Vemos, por tanto, que los campos y las corrientes estan presentes sélo en

una capa superficial de espesor \. Sabiendo que n. ~ 10%3/cm3, los valores que
se obtienen para A estdn entre 1075 — 10~ %¢m, es decir unos 1000 A.

Js() si (z<0)

., Cémo se compatibiliza esta teoria con el hecho de que a T' = T, el campo
debe penetrar completamente, es decir A(T,) — oo?

Para dar cuenta de esto es claramente necesario reemplazar n,. por una frac-
cién més pequena ng(T) tal que ng(T.) — 0. Esta fraccién de la densidad total
de electrones se puede interpretar como la densidad de electrones superconduc-
tores. Esta idea se corresponde con el modelo de dos fluidos también utilizado
para describir el He superfluido.

Sugiero el siguiente problema sobre este tema (problema nro. 3):

Determinar la distribucién de campo magnético para superconductores con
las siguientes geometrias en un campo externo uniforme H:

a) Lamina infinita de espesor D (campo paralelo a la lamina).
b) Cilindro infinito de radio a (campo paralelo al eje de simetria).

c¢) Esfera de radio R.

2.2.2. Consecuencias termodinamicas

En el analisis termédinamico del estado superconductor hemos supuesto que
el efecto Meissner era completo. La presencia de campo magnético y corrientes
inducidas en una capa de espesor A obliga en principio a revisar este analisis
termodindmico para tomar en cuenta estos efectos de superficie.

En primer lugar, hay que tomar en cuenta una contribucién adicional a la
energia interna debida a la supercorriente. La potencia que entrega el campo
eléctrico seréa:

8Js _ AdJy
ot 2 ot

Por otra parte, al suponer que el efecto Meissner era completo teniamos que
la energfa libre de Gibbs aumentaba en H? /87 debido a la expulsién del campo.
Es fécil ver que si tomamos en cuenta que B # 0 en el interior este término pasa
a ser (H — B)?/8, es decir, un poco menor. De esta forma, la expresién de la
energia libre de Gibbs para el superconductor pasa a ser:

P=JE=AJ;s

1
Ej, = EAJS2

(H — B)?

Gs(T,H) = G4(T,0) +
8

1
—AJ?
+5AJ;
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Se puede demostrar, utilizando las ecuaciones de London, que lo que aumenta
G debido a Js es menos que lo que disminuye debido a B. Por tanto, la energia
libre media por unidad de volumen es menor en una lamina delgada que en el
volumen del material y, por tanto, el campo critico de una ldmina delgada es
mayor que el de volumen.

Problema nro. 4: determinar el campo critico de una lamina delgada de es-
pesor d con longitud de penetracién A. Demostrar que para d < A, H.(ldmina) ~

(\/d)H..

2.2.3. Ecuaciones de London en términos del potencial
vector

Vamos a analizar ahora la expresién de las ecuaciones de London en térmi-
nos de un potencial vector. Veremos que de esta forma se obtiene informacién
acerca de como debe ser una teoria microscépica apropiada para el estado su-
perconductor.

Sea A tal que

{ﬁxi:é
p_ 104
E=-2%

De la ecuacién (2.2) se obtiene:

o - 104
E(AJS) - _EE

mientras que de (2.3) se obtiene:
L. 1. -
AV X Jg=—-—-Vx A
c

Resulta tentador reemplazar estas dos expresiones por una tnica ecuacion
aun mas sencilla:

o 1 -
Js=——7A 2.4
s AC ( )
Sin embargo, esta expresion puede no tener sentido fisico para algunas elec-
ciones del gauge para A. Recordemos que existe cierta libertad para la eleccién
del gauge ya que los campos fisicos £ y B no cambian al hacer los cambios
x Ry 1 9x

A— A+Vxy¢— ¢— 5 en el potencial escalar.

La condicién sobre A para que valga la ecuacién (2.4) proviene de la ecuacién
de continuidad:

Ips
ot

ya que no hay acumulaciones de carga en las situaciones que vamos a estudiar.
Sobre la superficie del conductor esta condicién es equivalente a Jsn = 0.

VJ, + =0=V.J,=0
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Luego, la ecuacién (2.4) valdré siempre que VA =0 y A = 0 sobre la
superficie. A esta eleccién del gauge se le llama gauge de London o gauge trans-
versal. La pregunta que uno se formula es si estas condiciones fijan univocamente
a A en todo el espacio o queda todavia cierta libertad.

Para analizar esta pregunta consideremos la transformacion:

A=A+ Vy
¢/__18_x
- c Ot

Para que (2.4) valga con A’ debe ser Vix =0y ﬁx.ﬁ = 0 sobre la superficie.
Pero sabemos por los cursos de analisis que dadas estas condiciones en un recinto
simplemente conezo, entonces la solucién es xy = cte, con lo cual A = A y
entonces A queda univocamente determinado por las condiciones V.A=0 y
An = 0 sobre la superficie. Dejamos para luego el andlisis de lo que ocurre
cuando el superconductor no define un recinto simplemente conexo.

El propio F. London hacia el ano 1940 se dié cuenta de una posible jus-
tificacién microscépica para la ecuacién (2.4). Su andlisis se basé en suponer
que el estado superconductor debe ser un estado coherente cuantico a escala
macroscopica, es decir que puede ser descripto por una funcién de onda ma-
croscépica v tal que || nos da la densidad de electrones superconductores n.
Esta funcién de onda describiria el movimiento coherente de todos los electrones
a escala macroscopica.

Si esto es asi, la corriente Js en ausencia de campo se obtendra aplicando el
operador corriente a este estado, es decir:

Jo= o [ — ]
2msi
En ausencia de campo Js; = 0. El sistema estd en su estado fundamental y
hay un teorema debido a Bloch que demuestra que el estado fundamental de
un sistema cuantico tiene impulso medio cero. Cuando se aplica un campo Ala
funcién de onda se perturba (pasa de ¥ a ¢') y el operador corriente también
cambia. Recordar que J; estd asociado a vy mv = (p—eA/c). Luego, la corriente

en presencia de A serd:

2
—_ w/*ﬁwl _ 61/}/*1/}/ _ 6—/1’|1/)/|2
me
El primer término se conoce como parte paramagnética y el segundo como
parte diamagnética. Si suponemos que 1’ = 1) entonces la parte paramagnética
se anula y obtenemos:
2 2
L Sy S
me mc Ac
La condicién para obtener la ecuacién de London es que 1)’ ~ 1), es decir que
la funcién de onda no se perturbe, al menos a primer orden en teoria perturba-
ciones. Esto ocurrira si existe un gap de energia entre el estado fundamental y
los estados excitados. Se dice entonces que la funcién de onda es rigida. De una
manera similar se explica el diamagnetismo en un sistema atémico.
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2.2.4. Ecuaciones de London en geometrias no-conexas

En el caso de un recinto no-conexo, como por ejemplo un cilindro hueco, las
condiciones V.4 = 0 y AR = 0 sobre la superficie no garantizan la unicidad de
A. Esto est4 indicando que, o bien no vale la ecuaciéon de London asi escrita para
recintos no-conexos, o bien esta admite multiples soluciones. Vamos a ver que
esto tultimo es lo correcto y veremos ademés que estas soluciones son tales que
el flujo magnético esta cuantizado, es decir que se trata de un conjunto discreto
de soluciones.

Para comenzar, no podemos considerar valida la ecuacién (2.4) en este caso,
sino las anteriores (2.2) y (2.3):

20) - 8
AV x J, = _%5 (2.5)

Calculemos ahora el flujo magnético a través del cilindro:

@://é.ds*:]{/mf

Como no vale la ecuacién (2.4), no podemos asegurar que & = —Ac ¢ J.dl.
Llamaremos fluzoide @ a:

¢’=@+Ac7§fsdf

Vamos a demostrar que ® no depende del tiempo, atin cuando los cam-
pos externos varien temporalmente. Veremos asimismo que @’ es independiente
del camino que encierra el hueco del cilindro. Calculemos, en primer lugar, la
variacién temporal de ®':

0P’ OB aJ, - > o o
E_//E.ds—l-c/&f atdl——c//VxE.ds—l-cfEdl

que se anula debido al teorema de Gauss. Esto demuestra que ®' = cte inde-
pendiente del tiempo.

Por otra parte, notemos que si ® se calcula sobre un circuito que no incluye
el hueco (es decir que queda dentro del material) se obtiene ®' = 0, porque se
trata de un recinto conexo dentro del cual vale la ecuacién (2.4) y por tanto vale
cAV x fs = —B = @ = 0. Es fcil ver entonces que cualquier trayectoria que
encierra el hueco del cilindro da el mismo valor para ®’ ya que estas trayectorias
se pueden deformar a voluntad anadiendo circuitos cerrados sobre el material
(como muestra la figura 2.5).

Para demostrar la cuantificacién de ®' vamos a concentrarnos primero en un
cilindro de espesor d > A. En ese caso, lejos de las paredes del cilindro js ~0y
sobre un circuito en el que se anula la supercorriente tenemos ® = ®. Ademaés
B~0 y entonces A= ﬁx lejos de las paredes. Luego:
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Figura 2.5: Deformaciéon de un trayectoria cerrada que contiene el hueco del
cilindro anadiendo un circuito cerrado sobre el material

//Bds_]fAdz jéﬁx.df:AX:X(e)—x(omw)

()Puede ser x(0) # x(0+ 27)? Como lo que debe cumplirse es la continuidad
en VX y no en la propia funcién x, no hay inconveniente en que Ay = cte # 0.

Vemos entonces que cada eleccién de y distinta corresponde a un flujo atrapa-
do distinto. Es decir que distintos flujos atrapados se pueden describir mediante
un cambio de gauge en el potencial vector.

Para demostrar que no todos los valores de ® estan permitidos es necesa-
rio retomar el argumento cuantico de London. Notemos primero que para la
geometria cilindrica tenemos

= 5 1 BX D Do
VX0 = o0 2mr —X= 2m
donde @ indica el dngulo de coordenadas polares.

Consideremos ahora la funcién de onda macroscépica que describe el estado
superconductor de acuerdo al argumento de London.;Qué relaciéon hay entre
la funciéon de onda en ausencia de flujo 1y y la funciéon de onda en presencia
de flujo ¥3?. La respuesta estd en ver que la dnica modificacién que produce
el flujo en el Hamiltoniano del sistema estd en el término de energia cinética
que pasa de p?/2m a (P — eA) /2m. Es decir que las autofunciones Hg son las

autofunciones de Hy con el impulso segin 6 desplazado en eVX /e

ex jePo
’L/]q) = ez ch ’L/]O = el hc ’L/]O
Entonces los valores de ® permitidos son aquellos que satisfacen la ecuacion
de continuidad en la funcién de onda:

u0) = a0+ 2m) — & = ()

e
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La cantidad ®9 = he/e se llama cuanto de flujo magnético y su valor
es 4 x 107 "gauss.cm?®. Lo remarcable es que experimentalmente se obtiene
® = n(he/2e). La discrepancia en el factor 2 se puede interpretar fcilmente
como proveniente del hecho de haber supuesto que los portadores de carga son
los electrones, mientras parece ser que en realidad son entidades de carga 2e.
Tenemos aqui una pista muy importante sobre la teoria microscépica: los elec-
trones deben formar pares en el estado superconductor. Veremos mas adelante
que esta idea es fundamental en el desarrollo de la teoria BCS.

Para finalizar, podemos ver con un argumento sencillo que lo que se cuantifica
en general no es el flujo sino el fluxoide ®'. Para esto recordemos que AJ, =
mis/m en el argumento fenomenoldgico de London, luego:

@:E%@@+Z®wlgfﬁﬁ

Si aceptamos las reglas de cuantificacion de Bohr-Sommerfeld obtenemos
@’ = n(he/e). Nuevamente obtenemos hc/e en lugar de he/2e porque hemos
supuesto que los portadores son electrones individuales.

Como tarea complementaria a este capitulo es recomendable leer los articulos
sobre los primeros experimentos que demostraron la cuantizacién del flujo en
anillos superconductores:

- Doll y Nabéduer, Phys. Rev. Lett. 7, 51 (1961).
- Deaver y Fairbank, Phys. Rev. Lett. 7, 43 (1961).
- Little y Parks, Phys. Rev. Lett. 9, 9 (1962).
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2.2.5. Limitaciones de la teoria fenomenolégica de London

Vamos a completar nuestra revisién de las teorias fenomenolégicas analizan-
do las limitaciones de la teoria de London para describir la electrodindmica del
estado superconductor.

En la teoria de London el principal y tnico parametro que caracteriza al
material es la longitud de penetracién A, cuyo valor esta dado por:

2 1/2
AL:(ﬂ> A=

47 ne2

Como vimos, para n ~ 10%3¢/cm? A, < 1000 A (el valor exacto con todos los
factores es A\, ~ 170 A). También dijimos que A debe ser una funcién de T tal
que A — oo para T — T,. En la formulacién de London A sélo puede depender
de T permitiendo que n = ns(T) sea lo que llamamos densidad de electrones
superconductores tal que ng(T.) = 0. Por tanto el valor que encontramos para
n ~ 10%e/em? sélo puede considerarse como una cota inferior al valor de
AT =0).

Lo que se encuentra experimentalmente es que A extrapolado a 7' = 0 es
siempre mayor que el valor London. En algunos casos, por ejemplo en Al, es
bastante mayor Aa; ~ 500 A. Esta limitacién no es muy grave ya que la teorfa
London no pretende ser cuantitativa. Por el contrario, es sorprendente que A\p,
dé el orden de magnitud correcto de A(0).

La limitaciéon méas grave surge cuando se estudia la variaciéon de A con el
camino libre medio en aleaciones superconductoras. El camino libre medio ¢
se define como la distancia media que recorre el electrén entre dos colisiones
eldsticas con un defecto en el cristal (por ejemplo debido a impurezas). £ se
puede estimar como £~! = n;0;, donde n; es la densidad de impurezas y o; es la
seccion eficaz de cada impureza. Como el potencial que crean las impurezas en
un metal estd apantallado por los electrones o; tiene aproximadamente dimen-
siones del drea atémica (o; ~ 107 6cm?). Estd claro que £ se puede controlar
experimentalmente mediante la concentraciéon de impurezas.

Lo que se encuentra experimentalmente es que A\ depende muy fuertemente
de £. Tipicamente en muestras con alta concentracion de impurezas un aumento
de £ al doble puede producir una reduccién de A a la mitad. Este comportamiento
no puede comprenderse dentro de la teoria London ya que Ay, sélo puede variar
si varia ng, pero una variacion de ns deberia afectar también a las magnitudes
termodindmicas T, y H. que practicamente no se modifican por efecto de las
impurezas.

Los experimentos sobre muestras impuras fueron hechos por primera vez
por Pippard hacia los anos 50, quién noté la analogia con el efecto skin en
metales normales. Recordemos que este efecto se refiere al amortiguamiento de
los campos eléctricos y magnéticos asociados a una onda electromagnética sobre
la superficie de un metal. La variacién del efecto skin con £ en metales normales
se explica reemplazando la ley de Ohm en su versién local (f = O’E) por una
relacién no-local de la forma:

R
= . 30 3
J(’]")—4ﬂ-€ d’r R4 )
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lo cual nos dice que J en 7 depende no sélo de E en  sino de su valor en un
entorno de radio £ alrededor de 7. De esta manera, si E fuera uniforme en dicho
entorno se recupera la versién local de la ley de Ohm.

Pippard propuso extender este enfoque al caso superconductor a fin de ex-
plicar el comportamiento de metales impuros. En este caso, la ecuacién analoga
a la ley de Ohm local es la ecuacién (2.4), luego Pippard propuso generalizar
esta ecuacion de la siguiente manera:

) R |RAG)| )
JS(F):a/dBT/7R4 e e R=F—F

donde a y £ son constantes a determinar. « se determina a partir de la condicién
de recuperar la ecuacién (2.4) cuando A es uniforme en todo el espacio. Luego:

3 (1
=i (n)

Discutiremos ahora el significado de €. Obviamente, para poder explicar los
resultados experimentales £ debe depender fuertemente de ¢. De acuerdo a la
ecuaciéon de Pippard, cualquier perturbacion local en el campo se propaga una
distancia del orden de £. Si tenemos en cuenta el argumento cuantico de London,
esto nos dice que el campo y las corrientes a una cierta distancia tienen que estar
vinculados por un efecto de coherencia cudntica. £ mide entonces la longitud de
coherencia que caracteriza a la funciéon de onda del estado superconductor. Se
trata de una nueva escala de longitud, distinta de A.

;Cémo podemos estimar £?7 Comencemos por el caso de un metal puro. El
argumento de Pippard se basa en el principio de incerteza. Sélo los electrones
en una ventana de energias del orden de kT, alrededor del nivel de Fermi juegan
un papel en la transiciéon superconductora. Estos electrones tienen impulsos en
el rango Ap = kT./vp alrededor del impulso en la superficie de Fermi, donde
vr es la velocidad de Fermi. La incerteza en la posicién es entonces

o
Ap KT,

El valor de Az nos da una estimacién de £ ya que nos da idea del tamafo
de un paquete de ondas formado por los electrones con |E — Er| < kT.. Para
metales como el Al se obtiene & ~ 10000 A, es decir € > ;. Como Az, mide
la escala en la que varia el campo A estd claro que para el caso de metales
con & > A la relacién entre A y fs debe ser no-local. Es decir que este tipo
de superconductores responden mejor a una descripcién tipo Pippard que tipo
London (el caso contrario se obtiene cuando A > §).

Discutamos ahora la relacién entre £ (y por tanto A) con £. El valor de & que
hemos estimado (10* A) est4 bien para un metal puro. Llamemos & a este valor.
Cuando ¢ es finito y menor que &y el valor de ¢ debe estar determinado por ¢ en
lugar de &y ya que la coherencia cudntica esta limitada por ¢. Con argumentos
heuristicos uno puede justificar una relacién del tipo

Az

571 — 50—1 +€71

como si tuvieramos los dos mecanismos que limitan la coherencia actuando en
paralelo. De esta forma se deduce que & ~ min(&, ¢).
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Para determinar cudl es la longitud de penetracién asociada a la relacién
de Pippard es necesario resolver esta ecuacién para una geometria dada (por
ejemplo para una superficie plana infinita). Como problema (problema nro.
5) les propongo demostrar que, usando la relacién de Pippard en el caso A\j, < &
se obtiene:

a) A3 ~ A2¢, para un metal puro.

b) A% ~ A2 (&/¢) para un metal con impurezas tal que A > £y & > /.

Usando entonces la teoria de Pippard se pueden explicar los resultados ex-
perimentales en los que A disminuye al aumentar £.

Vemos, por otra parte, que reduciendo ¢ podemos tener un cambio de régi-
men: cémo X\ ~ 1/ y & ~ &/ (& + ), podemos pasar de una situacién en la
que A < & (para £ — 00) a otra en la que A > £ (para £ — 0). Como vimos,
en el primer caso la relacién entre campos y corrientes es no-local y llamamos a
estos superconductores tipo I. En el segundo caso vale una descripcion local a lo
London y se llaman superconductores tipo II. En los superconductores tipo II la
muestra no pasa directamente al estado superconductor para campos mayores
que el critico sino que existe una regién de campos en los que penetran tubos
de flujo (vértices) dentro de la muestra.



Capitulo 3

Mecanismos microscopicos
para explicar la
superconductividad

Nos proponemos ahora analizar todas las evidencias encontradas en la feno-
menologia acerca de posibles mecanismos microscépicos que permitan explicar
la superconductividad. Como dijimos al principio del curso, esto nos perimi-
tird tener una idea acerca de cudl fue la evolucién histérica del pensamiento
hasta llegar a la primera teoria microscopica satisfactoria propuesta por Bar-
deen Cooper y Schrieffer en 1957.

En primer lugar notemos que todas las observaciones nos llevan a una pri-
mera y fundamental conclusién:

El estado superconductor corresponde a una nueva fase en la estructura
electronica del sistema.

Es decir, todos los fenémenos indican que sélo las propiedades electrénicas
se ven afectadas por la transicién. Asi se modifican, entre otras, el calor es-
pecifico electrdnico, la susceptibilidad magnética y la conductividad, pero no se
modifican propiedades estructurales como el parametro de red o la estructura
cristalina. Notar también que el efecto Meissner nos asegura que se trata de una
fase de equilibrio termodindmico y no una fase metaestable.

;,Cémo puede surgir esta nueva fase? Pensemos, como ejemplo, como surge la
fase liquida en la transicion liquido-vapor. En el gas las moléculas se comportan
como libres, excepto por las colisiones que mantienen la distribucién de veloci-
dades de equilibrio. Su energia cinética es tal que no “sienten” la parte atractiva
del potencial y se pueden considerar como esferas duras. En forma muy aproxi-
mada, la transicién se produce cuando la energfa cinética media Fx ~ 3kT/2
es del mismo orden que la energia potencial media Vj. Notar, no obstante, que
ni siquiera en el caso de un gas clasico es sencillo describir matematicamente
la transicion. Sélo existen unos pocos modelos, tales como el modelo de Ising
en 1y 2 dimensiones, en los que el problema de la transicion se puede resolver
exactamente. De la misma forma, en superconductividad vamos a conformarnos
con un modelo aproximado y una solucién también aproximada.

Llegamos entonces a la conclusiéon que, como toda transicién de fase, la
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superconductividad tiene que ser el producto de cierta interacciéon entre las
particulas del sistema (los electrones, en este caso). También las propiedades
termodindmicas y electrodindmicas nos llevan a la conclusién de que la interac-
cién es fundamental en el caso superconductor ya que:

1) Un gas de electrones libres nos da un comportamiento lineal del calor
especifico con la temperatura, en lugar del comportamiento exponencial
observado.

2) Un gas de electrones libres no presenta el fenémeno de diamagnetismo
perfecto observado. Por el contrario, la susceptibilidad magnética de una
gas de electrones libres, tomando en cuenta el paragmanetismo de Pauli y
el diamagnetismo de Landau es:

X ~ neppp(Er)

lo cual es del orden de 1075, es decir despreciable frente al valor —ﬁ del
caso superconductor.

., Cudl es el orden de magnitud de las interacciones que llevan a esta nueva
fase?

De forma andloga al caso de la transicion liquido vapor podemos estimar
Vo por Vo ~ kT, y siendo tipicamente T < 10K se obtiene Vp < 107 3eV.
Otra indicacién sobre el orden de magnitud lo encontramos en el valor de la
energia de condensacién E,, — E; = H2/(87n). En este caso H. < 500G y n ~
102 /em? nos dice que E, — E5 < 107 %V/e. ;Por qué difieren tanto estas dos
estimaciones? Una posible explicacion es que la interacciéon no actia sobre todos
los electrones sino s6lo sobre una fraccién de ellos ng tal que E,, — Ex ~ ngkT./n.
Luego ns/n deberia ser del orden de 10~2 (para tener una idea, esta relacién es
aproximadamente igual a kT,./EF).

;,Cual debe ser el “signo” de la interaccién? Para poder explicar la reduccién
de energia frente al estado normal es evidente que la interaccién electrén-electréon
deberia tener una parte, por muy pequena que sea atractiva, lo cual contrasta
con el hecho evidente de que la interaccién directa entre electrones es repulsiva.

Antes de preguntarnos cial puede ser el origen de esta atraccién es instruc-
tivo imaginar cual seria el efecto de una atraccién neta entre electrones. En este
caso los electrones podrian formar pares que responderian a una estadistica de
Bose. Lo interestante es que en este caso se podrian utilizar las mismas teorias
que sirven para explicar la superfluidez en sistemas de bosones como es el caso
del Helio liquido.

La superconductividad y la superfluidez tienen muchos puntos en comun.
Asi, por ejemplo, la conductividad infinita en los superconductores es aniloga
a la viscosidad nula en He superfluido que permite el flujo de He sin friccién a
traves de un capilar. La superfluidez se observa en He* pero no en He? lo que
lleva a pensar que, en primera aproximacion, se trata de una condensacion de
Bose. La teoria de la superfluidez fue desarrollada por Landau en 1941 y durante
mucho tiempo se interpretd a la superconductividad como la superfluidez del
liquido de electrones. Vamos a analizar entonces que cosas podriamos explicar
sobre la superconductividad suponiendo que se trata de una condensaciéon de
Bose.
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En la condensacién de Bose una fraccién macroscépica de los bosones se
encuentran en el estado fundamental de bosén independiente. Este estado co-
rresponde a < p >= 0. Las excitaciones de baja energia son fonones con energia
€(p) = ¢p donde ¢ es la velocidad del sonido en el fluido.

Para comprender por qué este fluido fluye sin friccion vamos a plantearnos
el problema equivalente en el que un cuerpo se mueve dentro del fluido estando
este ultimo en reposo. Para que este cuerpo transfiera energia al fluido debe
haber una excitacién de fonones An, (cambio en el nimero de ocupacién) tal
que

AFE = Z clp|lAny,
p#0

y el momento transferido serd

AP =" pAn,
p#0

Tomando en cuenta estas dos ecuaciones se obtiene

AP <Y plAn, = AB/c
p#0

Por otra parte, si el objeto se mueve con velocidad v, el cambio en su energia
cinética serd

AE = %Mmﬁ = MvAv = vAP = |AP| = |AE|/v

lo cual es imposible a menos que v > c. Esto demuestra que no hay transferencia
de impulso (o sea no aparece friccién) a menos que v > c.

También podridmos explicar el diamagnetismo perfecto suponiendo que te-
nemos un condensado de bosones cargados. Esto fue propuesto por Schafroth
(Phys. Rev. 100, 463 (1951)). A grandes rasgos, la idea es que siendo < p >=0
en el condensado se obtiene mvs =< p > —eA/c que lleva a la ecuacién de
London (2.4) (recomiendo leer el articulo).

Para concluir este ejercicio de imaginacién propongo el siguiente problema
(problema nro. 6):

Estimar la temperatura de transicion superconductora suponiendo que los
electrones se agrupan en pares que son bosones, siendo la densidad de este gas
de bosones igual a n./2.

Con esta hipétesis se encuentran temperaturas mucho mas altas (en un fac-
tor 10%) que las reales, lo cual nos lleva a descartar por ahora este modelo.
Ademas, no existe ninguna razén para creer que dos electrones puedan atraer-
se tan fuertemente como para ser considerados una unica particula bosoénica.
Haria falta una interaccién atractiva muy grande para compensar la repulsiéon
coulombiana y todo parece indicar que las interacciones de que disponemos son
muy pequenas.

En cualquier caso, no vamos a descartar del todo la idea de apareamiento.
Ya vimos que los experimentos de cuantizacién del flujo sugieren la presencia de
pares de electrones. Por otra parte, el comportamiento del calor especifico a T —
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0 parece indicar otra explicaciéon posible para el efecto Meissner: como hemos
visto, la existencia de un gap un el espectro de excitaciones (entre el estado
fundamental y el primer excitado) nos permitirfa al mismo tiempo explicar
el comportamiento exponencial del calor especifico y el efecto Meissner como
consecuencia de la rigidez de la funciéon de onda macroscépica.

En resumen, la teoria microscépica deberia ser capaz de explicar los siguien-
tes puntos:

a) Origen de la interaccién atractiva entre electrones.
b) Formacién de pares de electrones.

c¢) Aparicién del gap en el espectro de excitaciones.

3.1. La interaccion electron fonon

Vamos a considerar un posible origen para la interaccién atractiva entre
electrones que puede dar lugar a la superconductividad. Hay dos observacio-
nes que indican que las vibraciones de la red juegan un papel importante en
supercoductividad:

1) Una alta resistividad a temperatura ambiente (asociada a la interaccién
electrén fonén) parece estar asociada con una alta T,.. Tal es el caso de
superconductores como Zr, Hf o Nb. Por otra parte, muy buenos con-
ductores como Au, Ag o C'u no son superconductores.

2) Efecto isotépico: se observa que tanto T, como H, varian como M /2 al

variar la masa utilizando is6topos de un dado elemento. Esta ley es vélida
especialmente en superconductores blandos como Hg, Sn y Al.

La hipétesis, propuesta por primera vez por Frolich hacia 1950, es que la
interaccién entre vibraciones de la red (fonones) y electrones puede dar lugar a
una interaccion indirecta electron-electron que se puede volver atractiva en un
cierto rango de parametros.

Para analizar esta hipotesis es necesario disponer de un modelo concreto para
la interaccién electron-fonén. Vamos a comenzar por escribir un Hamiltoniano
genérico, en el formalismo de segunda cuantificaciéon, que incluya electrones
fonones y la interaccién entre ambos. Supondremos que es posible describir los
estados electrénicos en una base de ondas planas |ko >, siendo hk el impulso
y o el espin. Los operadores c;fw y Cko son los que crean y destruyen electrones
en los estados |ko >. Por tratarse de fermiones, estos operadores cumplen las
reglas de conmutacion fermidnicas:

[k s cwrorle = 0 [ehys il =0 [ekos g+ = G000 S

La parte electrénica de nuestro Hamiltoniano sera:
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Hel = Z e(k)clgckg
ko

donde ¢(k) = giff es la relacién de dispersion para electrones libres. Podemos
imaginar que los efectos de interaccion electrén-electrén se incluyen por una
masa efectiva. Incluso el efecto del potencial periédico debido a los iones puede
considerarse incluido en m*.

De la misma manera supondremos que los fonones estan asociados a operado-
res bosénicos ag, a]; que cumplen reglas de conmutacion bosénicas. Supondremos
también que existe una tnica banda (acustica) caracterizada por una relacién

de dispersiéon w, = cq. Luego, el Hamiltoniano asociado a los fonones sera:

Hy, = Z hwqa];aq
qo

La interaccion electron-fonén proviene del acoplamiento que se produce en-
tre el campo eléctrico o polarizaciéon asociada a las vibraciones de la red y la
densidad de carga electrénica. Como los operadores a, estdn asociados con el
desplazamiento de los iones con respecto a la posicién de equilibrio u, en la
forma ug ~ (a}; +a—_q), la forma genérica de la interaccién electrén-fonén seré:

Hep—pn = Z Va (a:; + a—q) CLoCkJrq,a
kqo

donde los elementos de matriz V; dependen en general del modelo especifico
para fonones y electrones. Esto se discutird mas adelante. Los procesos basicos
generados por este término de acoplamiento se representan en la figura 3.1.

k+q k-q q
q k
+ + +
AqCk4q K 8q Cx—qCk
Phonon absorption Phonon emission

Figura 3.1: La interaccién electrén-fonon

;, Cémo puede la interaccion electrén-fonén dar lugar a una interaccién electrén-
electrén atractiva?

Notar que a 2do. orden en H_p, obtenemos procesos que pueden inter-
pretarse como una interaccion electron-electron efectiva, que corresponde a un
intercambio de fonones entre dos electrones.

La interaccion efectiva se puede calcular utilizando teoria de perturbaciones
a segundo orden. Hay que tener en cuenta que existen dos posibilidades para el
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estado intermedio segun el electréon de impulso k emita un fonén de impulso ¢
0 absorba un fonén de impulso —¢q. Esto da lugar el elemento de matriz:

. 1 1
‘/el{el = Z Vql? [ +
q

€k — €k—q — Wq €k — €k'4q — W—gq

Notar que €, — €x—q = €jy — €474 = w es la energia transferida entre electro-
nes. La interaccion efectiva se puede reescribir en la forma:

_ 2|V:1|2wq

Vveel{el (w7 q) 2

— 2

w q

Es decir, es una interaccién efectiva que depende del impulso y la energia
transferidos. La dependencia en w indica retardacién (o sea no-localidad tem-
poral) mientras que la dependencia en ¢ indica no-localidad espacial.

Por otra parte, vemos que para w < wy se tiene una interaccién atractiva.
Pero antes de poder asegurar que la interaccién neta es atractiva hay que analizar
lo que ocurre con la interacciéon coulombiana entre electrones.

La interaccién coulombiana directa en representacién de impulsos se describe
por un elemento de matriz:

47e?
Vel(q) = 7

que depende del impulso ¢ transferido entre los electrones. Como puede verse
Ve (q) diverge cuando ¢ — 0 indicando el alcance infinito de la interaccién. La
divergencia se elimina cuando se introduce el apantallamiento debido al resto de
los electrones. Hay distintas aproximaciones para tratar el apantallamiento. En
la més sencilla, llamada de Thomas-Fermi, el potencial apantallado adquiere la
forma:

4me?
Vapant q) =
C ( ) q2 +Q(2)

donde gg es un valor finito que depende de la densidad electréonica y que elimina
la divergencia en Vo (q). De esta forma la interaccién electrén-electrén completa,
incluyendo la interaccién mediada por fonones es:

4re? n 2|V, 2w,

ef _
V:elfel(w7q) - qQ + q(Q) w2

2
Wq
La préxima clase veremos como obtener qp y V5 en un modelo concreto,
llamado jellium, en el cual los iones se tratan como un fluido uniforme de carga
e . . . t
positiva. El resultado principal que se obtiene es que 2|V,|? = V57" (g), con lo
cual se puede ver que, en efecto, aparece un rango de frecuencias, para w < wy,

en el cual la interaccién neta es atractiva.
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3.2. El modelo de jellium

El modelo més simple para analizar la interaccion efectiva entre electrones es
el modelo llamado jellium, en el cual se considera a los iones como un fluido uni-
forme de carga positiva. Como la masa de los iones es mucho mayor que la de los
electrones es vélida la aproximacion adiabdtica en la que se supone que la den-
sidad electrdénica se ajusta instantaneamente a cualquier cambio en la densidad
i6nica. De esta manera, si la densidad de iones se pone a oscilar los electrones
acompanan el movimiento sin que se produzcan excitaciones (lo contrario no
es cierto: los iones no pueden seguir las oscilaciones del plasma electrénco que
ocurre a frecuencias mucho mayores que las frecuencias caracteristicas asociadas
a los fonones).

Como primer paso en este ejercicio nos proponemos determinar la relacion
de dispersién para las vibraciones de la densidad de iones en este modelo. Vamos
a concentrarnos en la regién de longitud de onda larga (modos longitudinales)
y comenzaremos por suponer que la densidad electrénica no se modifica (supo-
nemos que actiia como un fondo de carga uniforme negativo).

Sean p;(7) y pe(7) las densidades de iones y electrones en el punto 7 respec-
tivamente y sea ;(7) el desplazamiento de la densidad de iones con respecto al
equilibrio, que supondremos muy pequeno. En equilibrio la neutralidad de carga
impone:

Zepi = €Pe = €Ne

donde Z es la carga de los iones. Cuando hay una variacién en la densidad de
carga aparece un campo eléctrico de acuerdo a la relacién:

VE = 4re(Zp; — pe)

El desplazamiento ;(7) y la densidad en cada punto deben estar relaciona-
dos. Es facil demostrar que si u4;(7) es pequeno se tiene:

pi(7) = pio(1 — Vi (7)) = %(1 — V(7))

Luego,

E ~ —4men i, (7)

Por otra parte, la ecuaciéon de movimiento para los iones en presencia de este
campo es:

ArZe’*n,
M

Q es la frecuencia con la que oscilarian los iones si los electrones no se
movieran. Se llama frecuencia de plasma para los iones y es el andlogo exacto
de la frecuencia de plasma para los electrones wf, = 4me%ne /m.

Ahora bien, en el caso de los iones es fundamental tener en cuenta como
se modifica 2 por efecto del movimiento electrénico. Para tener esto en cuenta
es necesario determinar el apantallamiento del campo eléctrico debido al gas
de electrones. Hay que destacar que el gas de electrones es muy eficiente en

M (F) = —AnZe*n iy (F) — Q% =
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apantallar perturbaciones de longitud de onda larga comparada con la longitud
de onda de Fermi. El campo eléctrico apantallado se puede expresar en la formas:

- dmrenei;
Eapant = _T;)Z
€.

donde £.;(q) es la constance dieléctrica del gas de electrones y q el vector de onda
de la oscilacién. Para obtener e.;(q) utilizaremos la aproximacién de Thomas-
Fermi que consiste en resolver la ecuacion de Poisson para el gas de electrones
suponiendo que el unico efecto de la perturbacién es desplazar localmente la
energia de los electrones de manera que:

h2k?
el7) = 5 — elr)

donde ¢(r) es el potencial electrostatico. Para ¢(r) pequeno se obtiene:

2 0
ea(q) =1+ Z—g donde ¢} = 4#628—2

donde g—z es la derivada de la densidad electrénica con respecto del potencial

quimico. Por otra parte, es facil ver que g, 1 determina la longitud de apanta-
llamiento. A temperatura cero se obtiene:

1/2
Ts
qo ~ kr <—>
ao

donde ag es el radio de Bohr y r; la distancia media entre electrones. Como
rs ~ 2 — 6ag para densidades metalicas, se obtiene gy ~ kr, es decir que la
longitud de apantallamiento en metales es del orden de la distancia interatémica.

Una vez apantallado el campo eléctrico, se obtiene que la frecuencia de os-
cilacién del plasma iénico depende del vector de onda, en la formas:

4 (Ze)?n;
w?(q zm:w(q)wvsq siendo v

g
M(1+ 35

2 _ 4(Ze)*n;
S ng

El dltimo paso para obtener la interaccién efectiva entre electrones en el mo-
delo jellium es tomar en cuenta el apantallamiento de la interacciéon coulombiana
debido a los iones. En lugar de proceder como en la clase anterior buscamos una
constante dieléctrica que tenga en cuenta tanto el efecto de los electrones como
el de los fonones. Es decir, buscamos (g, w) tal que @ior = pert/e(q,w).

Para determinar €(q, w) notemos que @ior = 0per + 0ion + Peat- (g, w) con-
tendra una parte debida a los electrones y otra debida a los iones pero no sabe-
mos como combinarlas. Si e¢; es la parte debida a los electrones tenemos s =
(00ion + Pext)/Ecl, mientras que £;o, debe cumplir Yior = (00er + ext)/Eion-
Deducimos de esta forma que

(Eel + Eion — E)Sptot = Pex + 5(pel + 6801’071

y, por tanto

€ =E€cl + Ejon — 1
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Para obtener €(q,w) s6lo nos resta entonces obtener €;,,,. Si suponemos el
fondo de electrones fijo, el plasma de iones responde a un campo externo co-
mo un oscilador forzado de frecuencia 2. La ecuacién de movimiento para el
desplazamiento es

ZeEewt
M

En esta ecuacién hemos despreciado la variacién espacial del desplazamiento.
Por lo tanto:

U; + QQui =

ZeEe;Et — Eewt 1 QQ
U; = €ion = =1—-—
M(Q2 — w2) Eewt + Eion w2

Notar que en el caso de los iones la dependencia con la frecuencia es mas
importante que la dependencia en g ya que, debido a su gran masa, se puede des-
preciar el desfasaje espacial entre la perturbacién externa y el desplazamiento.
De esta forma se obtiene:

2 w2
a—sel+ai(m—1_(1+q—g> <1——g>
q w

De esta manera la interaccién coulombiana apantallada por iones y electrones

resulta:
2
w
q
L+ w2 — w2]

q

4re?

Viw,q) =
.9 7%+ a3

que tiene la forma que habiamos predicho la clase anterior. Para finalizar les
propongo el siguiente problema (problema nro. 7):

Un pardmetro fundamental en la teorfa microscépica es el producto n(ep)Vp,
donde n(er) es la densidad de estados al nivel de Fermi y V) es un promedio
de la interaccién electrén electrén sobre la superficie de Fermi. Tomando Vj
como la parte atractiva de la interaccién efectiva en el jellium a w = 0, estimar
n(er)Vp para distintos metales simples (Al, Sn, Au, Ag, etc).

3.3. El par de Cooper

Hemos visto un posible origen para la interaccion atractiva entre electrones.
El siguiente paso hacia una descripcién microscopica de la superconductividad
consiste en determinar en qué circunstancias esta interacciéon puede dar lugar a
algin tipo de apareamiento entre electrones.

Desde un punto de vista mas formal, nuestro problema ahora consiste en
determinar el estado fundamental y los estados excitados de un Hamiltoniano
del tipo:

H = Z e(k)clgc;w + Z vkk/qclfqgczurqg,ck/,,/c;w (3.1)
ko

k.k',0,07,q
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donde

4me? 14 wg

7 +q5 (e(k) —e(k —q))* — ]

Vkk'q =

Este problema sigue siendo inmanejable para nosotros por lo cual es conve-
niente comenzar por plantearse un problema maés simplificado. El problema que
se plante6 Cooper hacia el ano 1956 consistia en considerar que sélo un par de
todos los electrones puede interactuar con un potencial atractivo, dependiende
de su impulso y su energia, mientras que el resto de los electrones permanece en
su estado de particula independiente, es decir, llenando el mar de Fermi hasta
Ep. Si referimos €, a Ep, esto quiere decir que los estados |k > con €, < 0
estardan ocupados mientras que los estados con €, > 0 estan disponibles para
nuestro par.

Cabe senalar que este problema no es completamente consistente porque
nada impide que los electrones del mar de Fermi sean dispersados hacia los
estados vacios. Sin embargo, esta restriccién hace que sea posible resolver el
problema y, como veremos, permite sacar conclusiones muy importantes sobre
el verdadero estado fundamental del problema.

Por el momento supondremos que en el término en v/ NO aparece ningin
estado por debajo de kr (es decir que vgiq = 0 cuando € 6 €/ 6 €x—q 6 €74 SON
negativos) con lo cual podemos ocupar todos los estados con €; < 0 olviddndonos
de la interaccién y concentrarnos en nuestros 2 electrones adicionales.

;,Cudles son los estados posibles para este par de electrones? La funcién de
onda del par debe tener la forma:

P(ry,re) = Z A, k€™ 22 (espin)

ki,k2 /€, €k, <O

Como el sistema tiene invariancia traslacional los estados del par se pueden
clasificar por el impulso del centro de mésa ki + ko = K (es decir, K es un buen
ntimero cudntico). Pasando al sistema de coordenadas relativa y del centro de
mésa tenemos:

Vg = Z AkhheiKReiAk” (espin)
k1+ko=K

donde A = (k1 — k2)/2, R=(r1+r2)/2y p=1r1 —ra.

Para que valor de K serd minima la energia del par? Esté claro que K =0
nos minimiza la energia cinética del par. Aunque no sabemos que pasa con la
energia de interacciéon vamos a suponer por ahora que K = 0 corresponde al
estado fundamental del par. Luego k1 = —ko = k.

Por otra parte, para que la funciéon de onda del par sea antisimétrica el espin
total del par debe ser cero (estado singlete) porque la parte orbital con K = 0
es simétrica. Por tanto el par estard compuesto por los estados (ko, —k&). En
segunda cuantificacion el estado se escribe:

[ >= Z akchctk5|G>

ko,ex>0

donde |G >= HWSkF,UcL,AO > corresponde al mar de Fermi lleno.
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Queremos determinar ahora cudl es la energia del par. Es muy importante
darse cuenta que un valor negativo en esta energia indica que los electrones del
par formaran un estado ligado, con lo cual todo el mar de Fermi se volveria ines-
table ya que la energia baja al agregar dos particulas. Es este caso deberiamos
concluir que el estado fundamental del sistema no puede ser el mismo que en el
caso no-interactuante.

Para simplificar el calculo de la energia, Cooper propuso simplificar la inter-
accion al maximo tomando:

o Vo s el len ] <
k.—k,q 0 en otro caso

donde wp es la frecuencia de Debye que corresponde a un valor tipico para las
frecuencias de fonones. Esta propuesta se inspira en que la interaccion vi, x4
original se vuelve positiva para |ex — €x—q| < fiw, siendo fiw, una frecuencia
tipica de fonones.

Luego, la energia y los coeficientes ay se determinan a partir de la ecuacién:

H|¢ >= E|¢ > = (E - 2619)(% = ka’_k’qak"‘q (3.2)

q

Sin la simplificacién propuesta por Cooper, la ecuacién (3.2) corresponde a
un sistema de ecuaciones acopladas en ay. Asi, en cambio, resulta:

(E — 26k)ak = - Z ap si 0 < er < hwp
0<e€yr <hwp
ar = 0 en otro caso

Sumando esta ecuacion sobre todo k se obtiene la siguiente ecuacién para
determinar E:

= S ()

O<er<hwp

que puede simplificarse transformando la suma en una integral:

FLU.)D
oy [
0

E — 2¢

Hay una simplificaciéon adicional posible que repetiremos en muchas ocasio-
nes: ya que el rango de integracién es mucho menor que Er, podemos suponer
que en ese rango la densidad de estados es constante p(e) = p(0). Luego, inte-
grando se obtiene:

2hw
E=—""P _ (3.3)
2
1-— e(m)

Observaciones importantes:

* Vopo > 0 = E < 0, independientemente de cual sea el valor de Vj. Esto
significa que obtenemos un estado ligado para cualquier valor finito de V{!.
Por lo tanto el mar de Fermi se vuelve inestable.
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*

3.4.

En el problema de la clase pasada se estimaba V{ypg, el cual debe estar en el
rango 0,5—0,2 para metales simples. Luego el exponente 2/(Vypg) ~ 4—10
con lo cual la exponencial se hace mucho mayor que 1 y la energia se puede
aproximar por:

2
E= —2ﬁwDe:1:p[—m]

Esta aproximacién corresponde a lo que se conoce como limite de acopla-
miento débil.

La expresién E = f(Vp) es no-analitica en V) = 0. De all{ la dificultad en
tratar este problema en forma perturbativa.

Es posible demostrar que la existencia de un estado ligado para cualquier
valor del acoplamiento es una consecuencia del bloqueo que ejercen los
electrones del mar de Fermi. Les propongo como problema demostrar que
sin esta restriccién (es decir, para un par de electrones sin mds) no se
obtiene un estado ligado para cualquier valor de Vj.

Pares de Cooper II

Hay varias cuestiones pendientes de analizar en el problema de Cooper:

;,De qué orden es la energia de ligadura de los pares?
;Cudl es la extensién espacial tipica del par?

;Cémo se modifica la energia del par cuando el impulso total del par es
no nulo?

(,Cémo se modifican las soluciones del problema cuando se toma en cuenta
la dependencia angular en la interaccién?

Comencemos por discutir el punto 1). Utilizando la estimacién del problema
nro. 7 Vopo ~ 0,2 — 0,5 y tomando en cuenta que hwp ~ 3 x 1072V (lo que
corresponde a kTp =~ 300K), obtenemos E ~ 1077 — 10~%eV. Es decir, se
requieren del orden de 10~7 — 10~*eV para romper un par. Suponiendo que
el estado superconductor es un condensado de pares obtendriamos por tanto
temperaturas criticas del orden de 1K, lo cual se corresponde correctamente
con los valores reales.

Para analizar el punto 2) es posible utilizar la solucién encontrada la clase
anterior para los coeficientes ay:
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A partir de aqui se puede demostrar que la amplitud cuadratica media del
par esta dada por:

2 h
Varrs = 2F
V3 E
(hacerlo como ejercicio). Con esta expresién podemos estimar el tamano tipico
del par en 100000 A.

En cuanto a la relacién entre el impulso total del par y su energia, si la
interaccion no dependiera mas que de la distancia uno esperaria encontrar una
relacion del tipo:

h2K?
2M

Sin embargo, en nuestro caso interaccién depende del impulso de los com-
ponentes del par ya que es sélo no nula y atractiva cuando ambas particulas
se encuentran a una distancia (en energia) menor que hiwp de la superficie de
Fermi. Podemos hacernos una idea de cémo depende la energia de ligadura con
el impulso mediante una representacién grafica, como se muestra en la figura

3.2.

E(K) = Ey +

Figura 3.2: Dependencia de la energia del par con el impulso

En esta gréfica vemos que los impulsos de los dos electrones k1, k2 deben estar
en la regién en que se superponen las dos coronas a fin de que la interaccién sea
finita. Esta interseccion es claramente maxima cuando K = 0y se reduce cuando
K aumenta. Como problema (problema nro. 8)les propongo demostrar que
E(K) = Ey + hvp K /2 para valores pequenos de K.

De esta relacién se deduce que debe existir un valor maximo de K a partir
del cual E(K) > 0 y por tanto los pares se disocian.

La solucién que hemos obtenido para el problema de Cooper tiene simetria
esférica, es decir tiene impulso angular y espin total nulo. Esto es consistente
con un potencial de interaccion isotrépico como el supuesto por Cooper. De
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hecho, podemos demostrar que es imposible encontrar un estado ligado con
S =1 (estado triplete) cuando la interaccién es isotrdpica, ya que en este caso
la parte orbital de la funcién de onda debe ser antisimétrica, es decir, debe ser
ap = —a_f.

Para que el estado S = 1 sea un estado ligado posible es necesario que la
interaccién vy i/ 4 tenga una parte anisotrépica. Por ejemplo de la forma:

k.(k —q)
klk — q

Este potencial admite un estado ligado singlete y un estado triplete. La
relacion ente Vy y V7 determina cudl es la més estable. En los superconductores
blandos la parte anisotrépica es despreciable. La anisotropia se ha estudiado
en relacion a la posible coexistencia de ferromagnetismo y superconductividad.
También en el caso de los superconductores de alta temperatura critica se sabe
que la anisotropia es muy importante.

Vk,—k,qg = Vo + V1

Para concluir la discusién del problema de Cooper digamos que este proble-
ma, si bien es iluminador, no termina de resolver la cuestiéon de la superconduc-
tividad. Nos sugiere que el estado superconductor puede consistir en un conden-
sado de pares. Sin embargo, estos pares tendrian un tamafio enorme (~ 100000
A) comparado con las distancias medias entre electrones, con lo cual no puede
despreciarse el efecto de las correlaciones entre ellos.

Como veremos, la correlacién entre pares es fundamental a fin de explicar el
origen del gap en el espectro de excitaciones del superconductor. El problema
de un unico par no tiene un gap porque sus excitaciones de més baja energia
corresponden a excitar una par electrén-hueco sobre el mar de Fermi. Nos queda
entonces el problema de demostrar la existencia del gap a partir de un modelo
microscépico.
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Vamos a discutir el modelo microscépico y su soluciéon aproximada propues-
tos por Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) en el ano 1957 para describir el
estado superconductor, La hipétesis basica de este modelo es que sélo existe una
interaccion atractiva entre pares de electrones con impulsos y espines opuestos
(ko, —k&) que se encuentran préximos a la superficie de Fermi. La interaccién
de un par (ko, —ka) da lugar a otro par (k'c, —k'd). El Hamiltoniano modelo
propuesto por BCS adopta entonces la formas:

HBCS = Ze(/{)czgckg + Z Ukk/CL,UC‘Lk/a,C_ka-Ckg (4.1)
ko k,k’,o

donde:

Vo le(k)|, |e(k)] < hwp
Vkk!
0 en otro caso

La primera pregunta es, naturalmente, ;Cudl es el estado fundamental de
este problema? Notemos, en primer lugar, que el estado fundamental debe, nece-
sariamente, tener la propiedad de simetria ny, = n_xs, es decir que la ocupacién
del estado ko sea la misma que la del estado —k&. Por tanto, los operadores
nimero de ocupacién, restringidos al subespacio generado por el estado funda-
mental, deben tener las siguientes propiedades:

_ _ _ _ t
Nko = NkoNks = NkoN—ks = Nko + N_gs = 2NkoNps = 202/gc,k/50_k501w

Estas propiedades nos sugieren definir los operadores by = c_g5Cko v bL =
CL,UC]:k,a, que crean y destruyen pares. De esta forma ng, + n_gs = QbLbk y
HBCS se puede escribir como:

HPOS =23 " e(k)blbi + > vew bl bi
k k&’
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Esta expresién es una forma cuadratica en los by y por tanto debe poder
diagonalizarse por una simple transformacién canénica. Es decir, los autoestados
seran de la forma ¢, =Y, aniby.

Sin embargo la cosa no es tan facil porque no sabemos cudl es la estadistica
para estos estados de pares, es decir, no sabemos si son bosones o fermiones y
por lo tanto no sabemos como ocupar los estados de pares para obtener el estado
fundamental del sistema. De hecho, las reglas de conmutacién de los operadores
by, son las siguientes:

b, bir] = [b1,51,] =0 [br, bl,] = O {1 - 2bzbk}

(La demostracién queda como ejercicio). Es decir, los by no se comportan
como bosones por culpa del término 2b;‘€bk en el conmutador entre by y bL. Esto
es lo que nos impide encontrar el estado fundamental de HB¢S mediante una
simple transformacién candnica.

Vamos a intentar resolver el problema mediante un método variacional. Co-
mo funcién de onda de prueba es natural proponer un producto directo de
estados de pares. Asi, la funciéon de onda para N electrones seria de la forma:

(I)N(Tl,Tg, ....,TN) = A(I)(Tl,Tg)q)(T‘g, 7‘4) ....... (I)(TN_l,TN)

donde A es un operador que genera todas las permutaciones de los subindices,
de manera de antisimetrizar la funcién de onda total y ®(ry,r2) es la funcién
de onda de un par con impulso neto cero. En segunda cuantizacién tenemos:

| >= ZakcLTcT_k“O >= Zakb};m >
k k

Luego,

N
By >=> ... ﬁakib;r“m >
1=1

k1 kN
2

Es importante destacar la diferencia entre este estado y el que corresponde
al mar de Fermi lleno del caso no interactuante. En ese caso tenfamos a, = 1 si
ki < krp y ar, = 0si k; > kp, mientras que en esta funcién de prueba estamos
permitiendo que los ax tomen cualquier valor.

Una cuestiéon que puede preocuparnos es que ocurre cuando N es impar. En
este caso nos quedara un electrén desapareado. Sin embargo, como nos vamos a
interesar por el limite termodindmico en el que N ~ 1023 su efecto en la energia
total puede considerarse despreciable.

Asimismo cabe senalar la dificultad que tiene trabajar con un ndmero de
particulas fijo. Para convencerse de ello sélo tienen que intentar calcular la
energia F como < ®x|HB®|®y > y derivar con respecto a los ay a fin de
minimizar. Por esta razon se suele utilizar una descripcion gran canonica del
estado superconductor en la que el nimero de particulas no esta fijo. La funcién
de onda gran candnica se genera superponiedo estados |®x > con todos los va-
lores posibles de N. Llamaremos a esta funcién @. Se puede ver que ® est4 dada
por:
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o> = cH (1—1—%(),1) |0 >
k
= c{|0>+Zakb,1|o>+zakak,b,1b;|o> } (4.2)
k kk’

donde ¢ es una constante de normalizaciéon. Podemos simplificar esta expresion
en la forma:

& >= " Ay|Py >
N

donde se impone la condicién de normalizacién Y v [An[? =1y < On|Pn >= 1.

Antes de comenzar a utilizar esta formulacién gran candnica es instructivo
averiguar cudl es el valor medio de N y su dispersién en un estado genérico P.
Para operar con el estado ® es conveniente escribirlo en la forma:

|(5 >= H (uk + ’UkbL) |0 >
k

con la condicién de normalizacién ui + v = 1. Es f4cil demostrar luego que:

<N>=<®N®>=2) 1} y oy =<N?>-<N>*=4> ujv}
k k

(queda como ejercicio). Si bien el valor absoluto de estas cantidades depen-
derd de los coeficientes uj, y vy, podemos ver que < N >~ Qy on ~ VQ,
donde €2 es el volumen del sistema. Obtenemos entonces lo que era de esperar
para el limite termodindmico, es decir que o/ < N >— 0.

Vamos a proceder ahora a calcular la energia en el estado P para luego
proceder a su minimizacién. Como estamos en un ensamble gran candnico la
cantidad a minimizar no es FE sino £ — uN. Luego, tomando en cuenta que
HBCS =3 e(k)nko + H™ se obtiene:

E—pN =2 (e(k) — pvp+ < o|H™ | >
k

donde el factor 2 del primer término toma en cuenta los dos posibles estados
del espin. Para calcular el segundo término es ttil descomponer el estado ® en
la forma:

|(i) >= uk|‘1)k(0) > +vk|q)k(l) >

donde ®g) corresponde a la parte de ® en la que el par (k 1,—k |) estd vacio,

mientras que @1y corresponde a la parte de d en la que este par estd ocupado.
De la misma manera se puede descomponer de forma de explicitar la ocupacién
de un par de pares:

|(i) >= ukuk/|<1>k(0)k/(0) > +ukvk/|<1>k(0)k/(1) > +vkuk/|<1>k(1)k/(0) > +Ukvk/|(1)k(1)k/(1) >
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Resulta entoces facil ver que:

< (i)|Hmt|(i) >= Zukvk/vkuk/ < ‘I)k(o)k/(l)|Hint|q)k(1)k/(0) >= Z Viekr wp Vg v gy
kk’ kk’

Por lo tanto, la cantidad que hay que minimizar es:

E—uN =2 Z(e(k) — ILL)’L)]% + Zka/ukvk/vkuk/ (43)
kk’
siendo los coeficientes uy, vy las cantidades a determinar. Tomando en cuenta la
condiciéon de normalizacién podemos limitarnos a una séla cantidad 6y tal que
up, = senfy y vg = cosby. Luego

E—pN =2 Z p)cos?6y, + — Z Viewr sen20,sen26;
Kk’
O(E — uN
(Tk”) = —2(e(k) — p)sin26y, + = <Z ka/Sen29kf> 0820,

Si definimos al factor entre paréntesis en el segundo término como —2Ay
se obtiene una expresiéon muy simple para 6y:

20), = 2ukvy = ——2h—

t 29 Ak N senzbg UKVE (e(k)—u)2+Ai
an20y = ————

(k) —p (e(k)—p)

(e(k)—p)>+A2

cos20y, = vi —ui = —

La eleccién del signo implica que v < uj para e(k) > p, con lo cual vi — 0
parak — ooy N =23, v} converge.

La 1iltima parte de esta solucién variacional consiste en determinar el pardme-
tro A. De acuerdo a su definicién tenemos:

Ak/
4.4
Z W) —p)? + AL “d

Esta ecuacién permite determinar Ak en forma autoconsistente. Eviden-
temente esta ecuacién admite A, = 0 como solucién trivial. Esta es la so-

lucién que corresponde al estado normal, ya que Ap = 0 = ugvy = 0y

v —ui = —(e(k) — p)/le(k) — pl, que corresponde a:

U,%zl ui:O si k<kp

vi=0 wi=1 si k>kp

Busquemos ahora una soluciéon no-trivial. Notemos, en primer lugar, que
dada la forma de la interaccién Vi se tiene Ay, = Asi |e(k)| < hwp y A = 0en
otro caso. Como una buena aproximacion podemos suponer p = 0, es decir g no
cambia al pasar al estado superconductor. Por otra parte podemos transformar
la suma en &’ en una integral en energias introduciendo la densidad de estados,
con lo cual resulta:
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hwp
A= E/ Ap(e)de ~ p(0)VpAarc senh (@>
2 ) hop VE+ A2 A

hwp
senh (m )

En el limite de acoplamiento débil, es decir p(0)Vy < 1, la ecuacién para A
puede escribirse como:

éA:

—1
A = 2Rwp exp (m)

4.1. Algunas propiedades de la solucion BCS

Las propiedades de la solucién variacional estan contenidas en los coeficientes

ug, V. Si definimos Ej, = \/€(k)? + A? tenemos:
1 e(k) 1 e(k)
2 _ — _ 2\ 2 _ = N
UV = 5 |: Ek :| , Up 9 |:1 + Ek

La forma de estos coeficientes como funcién de e(k) se muestra en la figura
4.1. Como puede observarse, s6lo en una pequena regién, de ancho 2hwp alre-
dedor del nivel de Fermi, se tiene vgux # 0. Esta es la principal diferencia con el
estado normal. Mientras que en el estado normal tenemos electrones debajo del
nivel de Fermi y huecos por encima, en este nuevo estado aparece esta pequena
region en que ambos coexisten.

Figura 4.1: Coeficientes v y uj en el estado superconductor
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Es instructivo encontrar el valor de E en el nuevo estado y compararlo con
su valor en el estado normal. De acuerdo a la expresién (4.3) se tiene:

By=3_ (k) (1_%> Yok

k k

mientras que en el estado normal es:

Ex =2 ek)

k<kp
Es facil demostrar, por tanto, que:

1
EN — ES =~ §p(0)A2

(demostrar esto como ejercicio).

Para hacernos una idea del orden de magnitud de esta diferencia, notemos
que A ~ kT, ~ 1072 — 10~%eV y p(0) ~ 1/(eV.at), con lo cual se tiene
Enxy — Es ~ 107 %V/at. Esta magnitud es tan pequefia que resulta razonable
dudar de que podamos determinarla con precisién, ya que no conocemos Ey y
Es con tanta precisién. Un argumento a favor de que esto sea posible es que
estamos determinando ambas magnitudes utilizando el mismo modelo y, por
tanto, los errores que cometemos en ambas se cancelaran.

Otra propiedad interesante de la soluciéon BCS es su degeneracion. Notemos
que no hay ninguna razén para no permitir que los coeficientes vy, u; sean
complejos. En ese caso, la expresién de la energia (4.3), se escribird:

E =2 el)|vl> + ) Virujviurve
k kk’

y, por lo tanto, el valor de la energia no cambia si multiplicamos los coeficientes
por un factor de fase.

Para analizar las consecuencias de esta propiedad supongamos que en la
solucién encontrada hacemos el cambio v, — vie*®. El estado P pasa entonces
al estado i)w dado por:

D, >= H (uk + vkewbl) [0 >
k

Notar que no se trata de un simple factor de fase global. Se trata de una
auténtica degeneracion, que es consecuencia de la indefinicién que tenemos en
el nimero de particulas. De hecho, la fase ¢ se comporta como una variable
canonica conjugada de NN, de tal forma que si una estd bien definida la otra
tendra una dispersién infinita. Les propongo, como ejercicio, demostrar que:

1 27 . ~
[Py >= — dgerN“"/2|<I>¥, >
27T 0
Asi, como en toda transformacién de Fourier tenemos una relacién de incerteza

oNOy, = 1.
;,Cudl es el significado fisico de esta fase?



44 CAPITULO 4. TEORIA BCS A TEMPERATURA CERO

En un superconductor aislado en el cudl N permanece constante ¢ carece
de sentido fisico (es sélo un artificio matematico). Sin embargo, cuando dos
superconductores distintos se acoplan débilmente a través de una capa de 6xido,
de tal forma que electrones pueden pasar de uno a otro por efecto tiunel, el
nimero de electrones en cada superconductor por separado esté indefinido y la
fase adquiere un papel fundamental. De hecho, se puede establecer una corriente
entre ambos superconductores sin aplicar un voltaje, s6lo debido a la diferencia
de fase entre ambos. Discutiremos més adelante este fenémeno, conocido como
efecto Josephson.

4.2. Estados excitados en la teoria BCS

A fin de analizar las propiedades, tanto de transporte como termodindmi-
cas, de este nuevo estado es necesario conocer su espectro de excitaciones. Ahora
bien, de la misma forma que no es posible obtener el estado fundamental exacto
de HBYS (recordemos que ® es una solucién variacional aproximada que fun-
ciona mejor en cuanto méas débil sea la interaccién) no nos sera posible obtener
los estados excitados exactos. Para hacernos una idea de los mismos vamos a
confiar un poco en nuestra intuicién.

Teniendo en cuenta que en @ la correlacién entre pares de electrones (k1
,—k |) es la que permite reducir la energia, ;qué estados pueden ser buenos
candidatos a ser las excitaciones de més baja energia?

Esta claro que se tratard de estados en los que se destruye uno de los miem-
bros de un par de forma que el otro quede desapareado, o bien se crea un electron
en un estado desapareado. Es decir, nuestros candidatos seran de la forma:

D1 >= H (uk + vkb};) CLT|O >
k#p

Una primera prueba que deben pasar estos estados es que sean ortogona-
les al estado fundamental. Es facil demostrar que los estados ®,; cumplen

< &)|<i>m >= 0. Como una propiedad curiosa de ® notemos que el estado
®,+ se puede obtener aplicando CLT 0 c_p| sobre ®:

CLH‘I) >=up|Ppp >, cp)|[© >= —vp|Ppy >

Como el nimero de particulas no estd definido puedo obtener el mismo estado
creando un electrén en p T o destruyendo su compaitiero en —p |.
. Cuadl es la energia en el estado ®,1? Les dejo como ejercicio demostrar que:

F =< &)pT|HBCS|(i)pT >= Fy+ \/6(]?)2 + Ap

donde Ej es la energia del estado fundamental. Por tanto, si tomamos Ey como
referencia, la energia del estado excitado es Ej, = /e(p)? + A2.

. Cuadl es el valor minimo de E,? notemos que si p = kp tenemos e(p) =0y
E, = A, mientras que si €(p) = hwp resulta A, =0y E, = |hwp|. Como A <«
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hwp el minimo corresponde a p = kp. Cémo en el nuevo estado A # 0 tenemos
E; — Ey > 0 y por tanto existe un gap entre el estado fundamental y el primer
excitado. Esta es la principal diferencia con el estado normal y, como vimos en
clases anteriores, el requisito fundamental para explicar la fenomenologia del
estado superconductor.

., Cémo generalizar esta manera de generar los estados excitados al caso de
dos o mas electrones desapareados? Podriamos suponer, ingenuamente, que un
estado excitado con dos electrones desapareados estara dado por

|<i>pgp,g, >= H (uk + vkbL) c;‘wc;,a,|0 >
k#p,p’

Sin embargo, es facil ver que este estado no siempre es ortogonal al estado
fundamental, ya que

< P[Qpopror >= Vplp,—plor,—o

Esta dificultad nos sugiere que es necesario desarrollar una manera de generar
los estados excitados mas rigurosa.

Siguiendo un método propuesto por Bogoliubov, lo que buscamos son unos
operadores 7};0 tales que los estados

formen una base ortogonal del espacio de estados, es decir: que sean ortogonales
entre si y ortogonales al estado ® y estén normalizados. Estas condiciones se
cumplen si:

1) [’ypg,”y;,g/]Jr = 0p p'00,0’, O Sea que satisfacen reglas de conmutacién fer-
midnicas.

2) Yo |® >= 0, 0 sea que ® es el vacio de las excitaciones.

Los v’s se pueden construir a partir de estas dos condiciones. Les propongo, como
problema (problema nro. 9), demostrar que los operadores que cumplen 1) y
2) estan determinados por la transformacién de Bogoliubov:

T T T T
Vot = UpCpt — UpC—pl » V| = UpCp) T VpC—pt (4.5)

Para completar el problema y familiarizarse con el dlgebra de los operadores
v, les propongo lo siguiente:

* Expresar HPCS en términos de estos nuevos operadores y mostrar que
HBCS = Ey 4+ Hy 4+ V, donde

Hy = ZEWIZ(,%U
ko

y V contiene sélo términos de cuatro operadores.

* Demostrar que 7;T|<i> >= |0, >.



46 CAPITULO 4. TEORIA BCS A TEMPERATURA CERO
* El estado con dos excitaciones |®pypqr >= ”yg(,”y;,g,@ > es:
|<i>pgplg/ >= H,#pm/ (uk + vkbL) C;UCL/U/K) > si plo’ £ —po

|‘i)pT—pl >= (Up - upb;) Hk;ép (uk + UkbL) 0>

Para finalizar este capitulo notemos que la energia de dos excitaciones no es
simplemente la suma de las energias de las excitaciones separadas. El término
de cuatro operadores V describe una interaccién residual entre las excitaciones,
lo cual significa que estas sélo se corresponden con los autoestados del problema
en forma aproximada. Asi, se suele denominar cuasi-particulas a las excitaciones
generadas por los operadores . Estas tienen una vida media finita ya que existe
una interaccién entre ellas debido al término V. Cuando el nimero de cuasi-
particulas es pequeno estas se pueden considerar como independientes, pero
cuando la fraccién de excitaciones en el sistema se vuelve macroscpica esta
hipotesis dejara de ser buena. Lo que ocurre es que ya no podemos obtener las
excitaciones a partir de los coeficientes uy, vy asociados al estado fundamental
porque el nimero de pares que contribuyen al gap Ay = — ., Viwwur se
reduce.

A temperatura finita tendremos un nimero macroscépico de excitaciones.
Vamos a ver que es posible tratar el problema en la misma forma que a 7' = 0
si permitimos que A = A(T).
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A temperatura finita la cantidad a minimizar ya no es E sino F = F —T'S.
Nuestra aproximiacién consistird ahora en tomar las cuasi-particulas generadas
por los 1’s como los autoestados del problema, permitiendo que fry =< 7;10%0 >
0 (ntimero finito de cuasi-particulas) y permitiendo que los coeficiente uy, vy que
vinculan los v’s con los ¢’s dependan de la temperatura.

El primer paso es expresar F' en términos de ug, vg v fro- La receta es que
si expresamos HPYS en términos de los operadores 7 al tomar valor medio sélo
sobreviven los términos en que aperecen el mismo numero de operadores de
creacién y destruccion para una dada cuasi-particula. Asi, por ejemplo:

< 7;10%'0' >= froOk k0000 < VhoVhior >=< 7,107,1/0, >=0

Tenemos que HBCS = Hy + H;ne, donde Hy es la parte de electrones in-
dependientes y H;,: el término de interacciéon. Utilizando la receta anterior es
facil demostrar que:

< Ho>=2Y_ (k) [uf fu + vi(1 — fi)] (5.1)
k

donde hemos utilizado la simetria fy1 = f-r; = fr. Podemos comprobar que
esta expresién tiende a la correspondiente de temperatura cero cuando fi — 0.

Por otra parte en < H;pp >= Zkk, Vi < bz, b, > aparecen so6lo términos de
cuatro operadores. Ya que todo puede expresarse en términos de los operadores
v que en nuestra aproximacion se consideran asociados a particulas indepen-
dientes, uno puede desacoplar estos productos de cuatro operadores utilizando
el teorema de Wick. Este teorema nos dice que el producto de cuatro operadores
se descompone de la siguiente manera:

<bhbe> = <chiclyepen =<l ><cepon >+
<chpert ><clyemn > = <chremn <l o >

Esta descomposicién puede demostrarse expresando los operadores ¢ en térmi-
nos de los v y utilizando luego la receta. Los 1iltimos dos términos se denominan

47
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términos de Hartree e intercambio y aparecen tanto en el estado normal como
en el superconductor. Es por esto que podemos olvidarnos de ellos si lo que que-
remos es determinar la diferencia en energia entre estos dos estados. Ademds
estos dos términos varian muy poco con la temperatura. Resulta entonces:

< bL’bk > bT/ > by >= uklvk/ukvk(l — 2fk/)(1 — 2fk)

=< Hip >~ Z View uprvpr ugor (1 — 2 fir ) (1 — 2 fx) (5.2)
ok

Nuevamente se recupera el resultado de temperatura cero cuando fr — 0.

Nos resta determinar el término correspondiente a la entropia. Para esto
utilizamos la férmula de Shanon S = —kp Zl P InP,, donde P, es la probabili-
dad de una determinada configuracién. Como los estados generados por los y
corresponden a un sistema de fermiones independientes se puede ver que:

S=—=2kp Y [filnfx + (1 — fi)ln(l — fi)] (5.3)
2

Las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5.3) nos determinan el funcional a minimizar.
En este caso, la condicién de minimo es:

OF _OF _OF _
8uk _(?vk _8fk o

donde nuevamente debemos imponer la condicién de normalizacién ui +v7 = 1,

que permite expresar estos coeficientes como uy = senfy y vg = cosfy. De la

condicién g—;; = 0 obtenemos:

1
E(k) tan 20, = - Z ka/sen29k/(1 — 2fk’)
2 ™
lo cual sugiere definir el gap dependiente de temperatura como:
1
AK(T) =~ ; Viwrsen20p (1 — 2f1) (5.4)

Asi, en forma andloga a temperatura cero obtenemos:

sen20;, = % = ULV

tan 260y = —ﬂ = '
e(k) _ kR 2 2
cos 20, = B = Uk — Uj

Vemos que la solucién sélo se modifica por la presencia de fi en la expresion
OF _

del gap. Para determinar fj aplicamos la condicién T 0 de donde resulta:
1

fi= ZmT

donde 8 = 1/kpT (demostrarlo como ejercicio). Como era de esperar, las cuasi-
particulas se distribuyen con la distribucién correspondiente a un gas de fermio-
nes no interactuantes. Ademds, como Ej = y/e(k)? + A7 > 0Vk, se ve clara-
mente que fr — 0 cuando T — 0.
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Al igual que a temperatura cero, la ecuacién (5.4) permite determinar el gap
en forma autoconsistente. Utilizando los mismos trucos que a T' = 0 podemos
expresar (5.4) en la forma:

1 1 [her g E
- —/ Ztgh (—) (5.5)
p(O)V() 2 —hwp E 2]€BT
Esta es una ecuacion transcendente que no tiene solucion analitica excepto en
los casos limites T'— 0 (que ya vimos) y T — T¢.

Es importante destacar que la ecuacién (5.5) necesariamente implica la exis-
tencia de una temperatura critica. Asi, para kgT > hwp se tiene

tgh(E/2kpT) ~ E/2ksT

y por tanto 1/p(0)Vh ~ hwp/2kpT, lo cual es absurdo. Debe existir una tem-
peratura T, por encima de la cual esta ecuacion no admite soluciéon no-trivial.
Vemos ademds que si T' aumenta A debe disminuir a fin de mantener constante
el valor de la integral. Entonces, la condicién para determinar T, es A(T,) = 0
y a partir de (5.5) se obtiene:

1 1 [™r de €]
—_— == —tgh
p(O)‘/b 2 —hwp |€| 2kBTc
En el limite de acoplamiento débil esta integral se puede aproximar por:

1 hwp & d T
~1 — [ delnz— (tgh
p(0)Vo n(k:TC> /0 TR ( & 2)

siendo la integral en el segundo término igual a ln2e” /7, donde v = 0,57721...
es la constante de Euler. Resulta entonces

1
kpT, = 1,13hw SR 5.6
o PP ( P(O)V()) (5:6)

Observaciones:

* como hwp ~ 1/v/M, donde M es la masa de los iones, esta ecuacién

predice que T, ~ 1/v/ M, lo cual estd de acuerdo con la experiencia (efecto
isotépico).

* como A(0) = 2hwp exp (—1/p(0)Vy) se encuentra que 2A(0)/kpT, = 3,53
es un valor universal independiente del material. De hecho, en supercon-
ductores tradicionales, se confirma que este cociente esta entre 3 y 4.5.

Hasta que punto es posible predecir el valor de T, para un dado material
a partir de la ecuacién (5.6)7 La dificultad estd en conocer el factor de acopla-
miento p(0)Vy con suficiente precisién. De acuerdo a estimaciones discutidas en
clases anteriores sabemos que p(0)Vy ~ 0,2 — 0,4 para metales como Al, Sn y
Pb. Esto indica que kgT./fiwp ~ 0,01 — 0,1 y tomando 6p ~ 100K se obtiene
T. ~1—10K en buen acuerdo con el orden de magnitud real.
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5.0.1. Predicciones de la teoria a temperatura finita

Vamos a analizar algunas de las predicciones que emergen de la teria mi-
croscopica de Bardeen, Cooper y Schrieffer a temperatura finita. Nos concen-
traremos, en primer lugar, en las predicciones relativas a algunas propiedades
termodindmicas. Como vimos la clase anterior, una primera prediccién impor-
tante es que el cociente 2A(0)/kpT, debe tomar un valor universal cuyo valor
se estima en 3.53. En esta clase discutiremos las predicciones de BCS para la
energia libre F(T), el campo critico H.(T) y el calor especifico ¢5(T'). Para po-
der analizarlos necesitamos conocer A(T') que, como vimos, estd determinado
en forma implicita por la ecuacién (5.5) que no tiene solucién analitica.

Veremos, sin embargo, que el cociente A(T)/A(0) es, en el limite de aco-
plamiento débil, una funcién universal de T/T.. Para comprobarlo podemos
integrar por partes la ecuacién (5.5) de donde se obtiene:

1 hw hw fop d E
m = arcsenh (TD> tgh (ﬁ 5 D) _/0 de arcsenh (i) atgh (%)
Como estamos considerando valores de 1" pequenos frente a fiwp podemos

aproximar tgh(Shwp/2) ~ 1 y también arcsenh(fwp/A) ~ In(2hwp/A). Adi-
mensionalizando la integral y tomando hwp/A — oo se obtiene entonces

Ly (Pen) [T 9 on (V1T 222
p(O)Vo_ln( X ) /0 dwarcsenh(x)axtgh( 1+z 2)

Como a T = 0 tenemos 1/p(0)Vy = In(2hwp/A(0)) podemos reescribir la
ecuacion anterior en la forma

In (@> - /Ooo d arcsenh(x)(,%tgh (\/H—ﬁA(T)TC 3’53> (5.7)

A(0) A0)T 4

donde hemos utilizado que 2A(0)/kpT. = 3,53. Esta expresion, si bien no es
muy practica para obtener A(T) en forma explicita, pone de manifiesto que
A(T)/A(0) es una funcién universal de T'/T, en el limite de acoplamiento débil.

A partir de la ecuacién (5.7) se puede obtener un desarrollo para A(T) a
temperaturas bajas (T <« 1)

A(T) ~ A(0) — (2rA(0)kpT)Y? e~ P20

que muestra que la correcién por temperatura a A(0) es exponencialmente pe-
quena en este limite. Esto se debe a que el ntimero de cuasi-particulas excitadas
va como e P4,

En el limite opuesto, T — T, se obtiene

T\ /2
A(T) =~ 1,74A(0) (1 — —) (5.8)
T,
Les propongo demostrar esta expresion como ejercicio.
Es interesante notar que, si bien A(T') es continuo en T = T, su derivada
diverge en este punto. La variacién de A como la raiz de T, — T' es una carac-
teristica tipica de todas las teorias de campo promedio en transiciones de fase.
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Esto ocurre también, por ejemplo, con la magnetizacion en sistemas magnéti-
cos. A estas cantidades que caracterizan a la fase de baja temperatura se las
denomina pardmetro de orden. El comportamiento del gap con la temperatura
se ilustra en la figura 5.1.

Figura 5.1: Comportamiento del gap con la temperatura

Una vez determinado A(T) todas las propiedades termodindmicas pueden,
en principio, determinarse a partir de la teoria microscépica. En general esto
requerird evaluar la energia libre F5(T) = Es — T'S, dada por

2

Fo=2Y (e — Bfi+ gel— 20 - 7E-(1-20) - 21 - 2)
k

Para T préxima a T, Fs se puede expandir en potencias de A, de donde se
obtiene (ver libro de Abrikosov)

Fy(T) = Fu(T) = —ap(0)A*/(kpT)?

donde « es una constante numérica. A partir de esta relacién y la relacién
termodindamica 2(7)
HZ(T
Fy(T) - F,(T) = —=¢
8
uno puede obtener H.(T'). El resultado que predice la teoria BCS para T préxima
al, es

H.(T) ~ 1,74H,(0) (1 _ 3)
T,

Notese que esta relacion difiere de la relacion propuesta por la fenomenologia
que, como vimos en la primera parte del curso, varia en forma cuadratica con
T/T.. Por otra parte, la derivada de H.(T') en T = T, que predice esta expresién
es finita, lo cual concuerda con la relacién termodinamica

H.dH,
47 dT =% = 5n
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Finalmente, el calor especifico puede obtenerse a partir de ¢ = Tg—g. A partir
de la expresién de la entropia (5.3) se obtiene:

Ofk
05_21@52 (1—fk)
Teniendo en cuenta que f; = 1/(1 + exp BF})) esta expresion se reduce a
_ Ofi (o, BOBE
= ~2ksf Z ( 203

Por ultimo, notemos que Ej, = /e + AZ depende de T a través de Ay, con
lo cual podemos escribir el calor especifico en la forma

B O fi s BOA2
s = 2/@95; (—8—Ek> (Ek + 5%) (5.9)

Hay varias observaciones importantes acerca de esta expresion:

* El primer término es el usual para un gas de electrones libres y toma en

cuenta la redistribucion de las cuasiparticulas en los estados préximos al
nivel de Fermi cuando la temperatura aumenta.

El segundo término toma en cuenta la variacién de los niveles de cuasi-
particula con la temperatura. No aparece, por tanto, en el estado normal.

* Cuando T < T, fr ~ exp (—BEy) con lo cual se obtiene ¢; ~ exp (—S8Ey)
como era de esperar. La variacién completa con temperatura de cs sélo
puede obtenerse en forma numérica.

Detengamonos un momento en analizar el limite 7' — T,. En este limite
A — 0y podemos reemplazar Ej por |eg|. El primer término nos da entonces
el calor especifico electréonico del estado normal:

en = 2/€352< O > x| = AT

donde v = 27%/3p(0)k%. El comportamiento lineal es vélido a bajas tempe-
raturas cuando 1" < FEp. Esta parte del calor especifico no presenta ninguna
singularidad en 7" = T,. En cambio la contribucién debida al segundo término
presenta una discontinuidad en T' = T, ya que:

OA? OA?
(a—ﬁ)m =0y (W)M 70

Es decir, tenemos una discontinuidad en el calor especifico como corresponde
a una transicién de fase de segundo orden. La derivada para T'= T se puede
calcular a través de la expresién (5.8). Esto nos permite evaluar la discontinui-

dad:
OA?
Ac =~ p(0) (—)
or ) p_r,

Utilizando (5.8) y la expresién de ¢, se obtiene
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<§) ~ 1,43 (5.10)
Tc

Cn

que nos muestra que, dentro de la teoria BCS, esta cantidad es una cantidad
universal independiente del material. La experiencia demuestra que la disconti-
nuidad se encuentra muy proxima a 1.4 para metales como Al, Cd y Ga, vale
aproximadamente 1.6 para Sny Ta, y sube a 2,4 —2,7en Hg y Pd.



Capitulo 6

Aplicaciones de la teoria

BCS

En las clases anteriores hemos discutido algunas predicciones de la teoria
microscépica para propiedades termodinamicas como la energia libre y el calor
especifico. Existen, por otra parte, una serie de experimentos en los que se
estudia la respuesta del superconductor a perturbaciones externas de distinto
tipo. Algunos ejemplos de este tipo de experimentos son:

* Atenuacién de ultrasonido.

* Relajacién del espin nuclear.

* Absorcién de radiacién electromagnética.
* Susceptibilidad magnética.

Todos estos fenémenos tienen en comin que pueden describirse mediante un
término de interaccién de los electrones del sistema con un campo externo (que
puede depender del tiempo) de la forma:

V()= > Brwo ko)l o (6.1)
kok’o’

A la lista anterior habria que agregar el caso de las uniones tunel en las
que se estudia la corriente por efecto tunel entre dos electrodos separados por
una capa de 6xido. Estos sistemas son de gran interés en el campo de la su-
perconductividad. Como veremos, las uniones tinel también pueden describirse
mediante un término de la forma (6.1) que corresponde al acoplamiento entre
los estados electrénicos a cada lado de la unién.

La interaccién (6.1) no estd determinada a menos que conozcamos los coe-
ficientes By/o k.o (t). Si bien en general serd dificil determinar estos coeficien-
tes en forma microscépica, existen algunas propiedades generales que resultan
de argumentos de simetria. FEstas propiedades nos van a permitir clasificar a
los fenémenos en dos grupos. Veremos también que en el caso superconductor
aparecen efectos de coherencia (o interferencia) que no aparecen en el estado
normal.

54



55

Para entender esta afirmacién notemos que, a primer orden en teoria de
perturbaciones, la probabilidad de transicién de un estado ko a otro k’c’ en el
estado normal es proporcional a

|Bk/a",k,a|2(1 - fk’cr/)fkcr

es decir, no se produce interferencia entre los procesos individuales. En el estado
superconductor, en cambio, es necesario primero expresar los operadores cj, en
términos de los 7y, para poder conocer las ocupaciones de los estados iniciales y
finales. Como el mismo operador 7, aparece en los términos en cg, y en cT_ k5 las
probabilidades de transicién no serdn simplemente proporcionales a |By/o k.o |?
si no a combinaciones del tipo |aBk/o’ k.o + ﬁB_ka—)_k/75—/|2, es decir, se produce
una interferencia entre el proceso y su reverso temporal. Esto es debido a que
el estado superconductor consiste en una superposiciéon coherente de los estados
ocupados de un electrén.

Ahora bien, usualmente los coeficientes By, - tienen la siguiente simple
propiedad:

Biio' ko = EB_ko,—k' 5/ (6.2)

lo cual nos permite clasificar a los distintos fenémenos en dos grupos:

Llamaremos caso I al caso en que vale el signo + en (6.2). Es el caso de la
interaccion con un potencial de tipo escalar. En este caso la interaccion sélo
depende del intercambio de impulso pero no depende del sentido de k o o y por
tanto no cambia al cambiar k£ por —k y ¢ por —o. Por ejemplo, el fenémeno
de atenuacién de ultrasonido corresponde al caso I ya que la interaccién entre
electrones se debe a la deformacién de la red que puede tratarse como un campo
escalar.

El caso II corresponde al signo — en (6.2). Ocurre cuando la interaccién es
de tipo vectorial, como corresponde, por ejemplo, a la interacciéon con un campo
electromagnético. En este caso la interaccion del tipo ffﬁ da lugar a un término
de acoplamiento del tipo:

D A w Ok + )l cro
kKo

que claramente cambia de signo cuando cambiamos k por —k y k' por —&'.

También el caso de la relajacién de espin nuclear pertenece a esta familia.
En este caso la interaccién es de la forma I.S , donde Tesel espin nuclear y S
es el espin electrénico.

Si bien no conocemos ninguna de estas interacciones en detalle, sabemos que
no cambian al pasar del estado normal al superconductor y podemos obtener
propiedades generales de las probabilidades de transicién segtin correspondan al
caso I o al II.

6.0.2. Calculo de probabilidades de transicion

Como dijimos, en el estado superconductor el cdlculo de las probabilidades de
transicién requiere expresar el acoplamiento (6.1) en términos de los operadores
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de Bogoliubov. Se obtienen entonces términos del tipo v, vy y vT~f. Asi, por
ejemplo tenemos:

ijcm = u;c/uw;i/wm - Uk/ka]ZLVk'i + uk/vk”hiﬂzil + Uk Uk YR L VT

Si asociamos los términos en k'c’, ko y en —ko, —k' — o’ obtenemos:

Byiot ko [(uwk T vp k) (%Lg/%a + GUfUVT,k,UV—kf—Uf>

=+ ('Ukuk’ + ukvk/)) ("y;i/a/’}/.r_k_a + 60/077k/70"7k0):| (6'3)

donde O,y =1sic’ =0y Oy = —1 81 ¢/ = —0. De esta expresién vemos que
el factor ©,/, no afectard a las probabilidades de transicién (sélo afecta a la fase
relativa entre las distintas amplitudes de transicién). Lo que realmente importan
son los factores donde aparecen distintas combinaciones de los uy y v, llamados
factores de coherencia. Estos dependen crucialmente de que la interaccion sea
de tipo I o IT que es lo que determina si vale el signo de arriba o abajo. En las
probabilidades de transicién el factor |By/o ko |? aparecerd multiplicado por el
correspondiente factor de coherencia. Pasaremos ahora a analizar estos factores
para cada uno de los distintos tipos de procesos.

Procesos tipo viy
En este caso los factores de coherencia son del tipo:

Ap = (uprug F opog)?

donde el signo — corresponde a interacciones de tipo I y el 4 al tipo II. A partir
de los resultados de la teoria BCS es posible escribir estos factores en la forma:

1/2 1/2 1/2 1/272
1 €L % €k €k’
App = - 1+ — 1 1—— 1-—
o 4 ( +Ek> ( +Ek'> jF( Ek) ( Ek/) ]
1 €ELE€ELr AQ
= —(1 6.4
2 ( BBy | ErBw (64)

(la comprobacién de esta expresién queda como ejercicio). Como Ej es una
funcién par de € los términos impares en € y €x se cancelaran al sumar sobre
k y k. Por lo tanto sélo el primer término y el dltimo son importantes en Ay /.
La probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo estara dada, de acuerdo a
la regla de oro de Fermi, por:

2
Py = % Z | Browor [ Ak [fir (1= fi) = fu(1 = fi)] (B — Eps + hw)
k!

donde hemos supuesto que la dependencia temporal de la perturbacién es una
oscilaciéon arménica de frecuencia w.

Para simplificar esta expresién es vélido reemplazar | Bgy g0/ |? por una cons-
tante < |B|? > que representa el valor medio de la interaccién para los estados
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alrededor del nivel de Fermi y reemplazar las sumatorias por integrales sobre e.
Resulta entonces:

2 1 A?
=2 B> /p(e)de/p(e')de'— 15 2 ) 6(E—E'+hw) (F(E') - [(E))
h 2 EFE
Ahora bien, como el integrando depende exclusivamente de E y E’ conviene
hacer un cambio de variables, introduciendo la densidad de estados del estado

superconductor:

pul) = (o) 5 ~ pORe (< (6.5)

donde Re indica parte real.
De esta forma la probabilidad de transicién se puede escribir como:

o] o] / 2
Plza/ dE/ g PEFAY) s B hw)
A A \/E2—A2\/E’2—A2

donde a = 47 /h < |B|?> > p(0)2. Lo que nos interesa en general es la diferencia
entre el estado superconductor y el normal. Pero en el caso normal la probabi-
lidad de transicién es simplemente P, = 27/h < |B|? > p(0)?hw, con lo cual el
cociente entre P; y P, se vuelve una cantidad universal s6lo dependiente de si
tenemos una perturbacion de tipo I o II.

Procesos tipo vy y v+t
En este caso los elementos de matriz llevan asociados un factor de coherencia
de la forma

A;c,k’ = (viup £ vk/uk)2

Andlogamente al caso anterior se puede ver facilmente que:

1 A2
! = = 1+
bk 2 ( EkEk/)

donde hemos eliminado desde ya los términos impares en € v €.

Evidentemente, el efecto de los factores de coherencia serd maximo cuando
Ey ~ Ey ~ A. Esto indica que en interacciones de caso I se reduce el peso de
procesos del tipo 7y y aumenta el de procesos del tipo vy y 7797, mientras
que en interacciones de caso II es al revés. Fisicamente los procesos tipo v~
son procesos de scattering de una cuasi-particula, mientras que los vy y vt
son procesos inelasticos en los que se destruye o crea un par de cuasi-particulas.
Notemos también que estos procesos tendran lugar sélo cuando fw > A.

Por otra parte, vemos que los factores de coherencia en los procesos de
creacion o destruccion de cuasi-particulas son los mismos que en los procesos de
scattering si adoptamos la convencién de que una de las cuasi-particulas del par
creado o destruido tiene energia E negativa. Les dejo como ejercicio demostrar
que, con esta convencién, la probabilidad de transicién total (sumando todos
los procesos) se puede escribir como:

2w

2 e o [ (B(E +hw) 5 A7)
P= - < |B|* > p(0) /_OodE\/Ez_A%/(E—i—ﬁw)Q—AQ

[f(E) = f(E + hw)]
(6.6)



58 CAPITULO 6. APLICACIONES DE LA TEORIA BCS

Atenuacion de ultrasonido

Como indicaramos anteriormente, la atenuacion de ultrasonido corresponde
al caso I de interacciones simétricas frente a inversién temporal, es decir al signo
superior en la expresién (6.6). Notemos también que en una experiencia de este
tipo las frecuencias del ultrasonido son tipicamente menores que 10°H z, con lo
cual tipicamente hw < Ay hw < kET. En estas condiciones es posible describir
la experiencia por el limite w — 0 de la expresién (6.6). A fin de independizar
el resultado de pardmetros desconocidos como < |B|? > p(0)? dividimos P por
el correspondiente valor en el caso normal, i.e P, = 27/h < |B|* > p(0)?hw,
con lo cual se obtiene

1o (E(E +hw) F A?)
PIP, = m/de\/E2—A2\/(E+M)2—A2

[f(E) = f(E + hw)]

y tomando el limite w — 0 se reduce a:

PPy = [ B (=55) = f=o0) = £(-8)+ (&) - F(o0)
= 2f(A):ﬁ (6.7)

Esta expresién demuestra que en el caso superconductor se produce una
atenuacién que varia exponencialmente con la temperatura (mientras que en el
caso normal es aproximadamente constante). Vemos que, por una parte, P/P,, ~
exp (—BA) cuando T — 0. Por otra parte, como A(T) — 0 para T — T, se
encuentra que P/P, cae con pendiente infinita a partir de 7' = T,. La gréfica
de P/P, frente a la temperatura se muestra en la figura 6.1.

La técnica de atenuacion de ultrasonido permite estudiar la anisotropia en
el gap Ay estudiando la propagacion del sonido segun distintas direcciones cris-
talogréficas.

Relajacién de espin nuclear

El fenémeno de relajacién de espin nuclear debido a la interaccion hiperfina
entre el espin electrénico y el nuclear es un caso tipico de acoplamiento tipo
II. Este caso corresponde al signo de abajo en la expresion (6.6) que lleva a un
comportamiento radicalmente distinto de P como funcién de T' con respecto al
caso I visto anteriormente.

Para estudiar la relajacién de espin nuclear nuevamente nos basta con anali-
zar el limite w — 0 de las expresiones ya que la frecuencia de precesién del espin
nuclear es mucho més pequenia que A/h y kT'/h. En el limite w — 0 obtenemos

00 2 2
P/Pn—>2/ E+a ( 8f)dE
A

E2 - A2\ OE

Es facil ver que esta expresion diverge logaritcamente debido a la divergencia
del integrando en E = A. Este tipo de divergencias aparece siempre que tene-
mos el producto de dos densidades de estados del estado superconductor dentro
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2.—
a, B
a, 1

0

Figura 6.1: Dependencia con temperatura de la probabilidad de transiciéon en
fenémenos correspondientes al caso I (atenuacién de ultrasonido) y al caso II
(relajacién de espin nuclear)

de la teoria BCS. En la préctica las divergencias de este tipo se suavizan debido
a dos tipos de mecanismos: 1) la presencia de cierta anisotropia en el pardmetro
de orden (es decir que el gap depende un poco de la direccién) y 2) el decai-
miento ineldstico de las cuasi-particulas debido a la interaccién con fonones. En
cualquiera de los dos casos se elimina la divergencia y el comportamiento de
P/P,, como funcién de la temperatura es el que se muestra cualitativamente en
la figura 6.1. Lo importante a destacar es que cuando T" — T, la probabilidad
de transicién en el estado superconductor es considerablemente mayor que en el
estado normal.

6.0.3. Transporte en uniones tiinel

En una unién ttnel se tienen dos electrodos metdlicos separados por una
capa de 6xido de unos pocos nanémetros de espesor. Uno o los dos electrodos
pueden a su vez ser superconductores. Como veremos, estos sistemas son de
gran interés por sus diversas aplicaciones que permiten, por ejemplo:

* el andlisis experimental detallado de la densidad de estados en el estado

superconductor.
estudiar la variacion del gap con la temperatura.
estudiar el espectro de fonones.

estudiar efectos de coherencia cudntica (efecto Josephson) entre dos su-
perconductores.
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Superconducting

ceetiodel 0rig Superconducting

bartier  electroge ?

Al

f

Substrate

Figura 6.2: Esquema de una unién tinel

El esquema de una unién tiunel se representa en la figura 6.2. La capa de
oxido constituye una barrera de potencial para los electrones en los electro-
dos metalicos. Para su descripcion microscopica podemos utilizar el siguiente
Hamiltoniano:

H=H,+ Hy + Z (Tkk’cza,dk’o' + Tk/kdz,dckg)
Kk o

donde H; y Hs corresponden a los dos electrodos desacoplados y los dos tltimos
términos describen la transferencia de un electrén entre los dos electrodos debido
al efecto tunel a través de la barrera. Los operadores cLU crean un electrén en
el electrodo de la izquierda (electrodo 1) y los d;fw en el de la derecha (electrodo
2). Los coeficientes Tyx se denominan integrales de salto. Estos pueden tomarse
como parametros fenomenolégicos o bien calcularse en forma microscépica a
partir de los estados electrénicos en la superficie de cada metal. Es importante
sefialar que para garantizar la hermiticidad se debe cumplir que T = T}

Este tipo de modelo fue propuesto originalmente por Bardeen, quien tam-
bién sugirié la manera de calcular las integrales de salto a partir de la parte
evanescente de la funcién de onda electrénica en el interior de la barrera. La
expresion dada por Bardeen es:

h? Xk’ Pk
Thrr = %/ds [¢k 9. XK

donde ¢, y X1 son las funciones de onda en los electrodos 1 y 2 respectivamente.
La integral debe tomarse sobre una superficie en el interior de la barrera.

La magnitud que nos interesa analizar es la corriente a través de la unién
como funcion del voltaje aplicado entre los dos electrodos. En el caso en que
los dos electrodos se encuentran en el estado normal es muy sencillo calcular la
corriente utilizando teoria de perturbaciones a primer orden. Tenemos:
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Pis = 2557 [T PAa(e) (1 F(6) 8(ek — )

kk'o

con lo cual,

2
I=e(Pia—Pry) = % ST T (fileh) = F(e2)) 8(ek — eb)
kk'o

Para simplificar esta expresién reemplazamos la sumatoria por una integral
sobre energias. Supondremos que, en general, las integrales de salto no dependen
fuertemente de la energia en la region de integracién. De esta forma se obtiene:

I= 2677;T2 /de (f1(€) = f2(€)) p1(e — eV/2)pa(e + eV/2) (6.8)

donde también hemos supuesto que el efecto de el voltaje aplicado consiste sim-
plemente en desplazar los niveles de energia del electrodo 1 en la cantidad eV//2
hacia arriba y los del electrodo 2 en la misma cantidad hacia abajo (también
tenemos 1 = p+eV/2y us = u— eV/2). Si el voltaje es pequeno se obtiene
un comportamiento ohmico con I = V/R,,, siendo R, la resistencia normal de
la unién dada por:

_ 2meT?
Ryt = =——p1()p(p)

caso N-S

Para obtener la corriente cuando uno de los electrodos es superconductor
estarfamos tentados de simplemente reemplazar € por E en la ecuacién (6.8).
Es esto correcto o estamos despreciando factores de coherencia que pueden
aparecer como en el caso de los fenémenos que ya estudiamos?

La respuesta es que en el caso normal-superconductor esto es correcto y se
puede obtener el resultado (a primer orden en teoria de perturbaciones) sim-
plemente reemplazando ps por ps (dado por la expresién (6.5)) en (6.8). Les
propongo como problema (problema nro. 10) demostrar esta propiedad uti-
lizando el procedimiento de la clase anterior, es decir expresando primero el
término de acoplo entre los electrodos en términos de los operadores de Bogo-
liubov y luego calculando las probabilidades de transicién. Deben ver que para
cada estado k con energia Fj en el superconductor, existe otro estado k' con
€ = —e€i que lleva a la misma energia de excitacién Ey. La combinacion de
estos dos estados hace que desaparezcan los factores |ug|? y |vk|? de la expresién
de la corriente.

De esta manera se obtiene:

e 2
= n(0) [ B ((E - eV) - F(B)) ps(E)

donde estamos considerando que la densidad de estados en el electrodo normal
p1 es constante y suponiendo que el potencial quimico del superconductor se
toma como cero de energias. Esta expresion se puede poner en términos de la
resistencia normal:

Ins
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;o L [ps(E)
" eRn P2(0)

En general, para evaluar esta integral es necesario utilizar métodos numéri-
cos. El comportamiento cualitativo de la corriente en funcién del voltaje aplicado
se muestra en la figura 6.3. Cémo puede verse, a temperatura cero no fluye co-
rriente a través de la unién cuando el voltaje es menor que A. Esto es una
manifestacién directa de la existencia de un gap para las excitaciones del super-
conductor. Las uniones tinel constituyen por tanto una herramienta poderosa
para comprobar esta predicciéon fundamental de la teoria BCS.

Para analizar las propiedades de las uniones tiinel es conveniente utilizar
el esquema llamado modelo semiconductor. Este esquema se ilustra también en
la figura 6.3: el electrodo normal se representa de la manera usual por una
distribucién continua de estados de particula independiente (con una densidad
constante p1(0)), mientras que el electrodo superconductor se representa como
si fuera un semiconductor ordinario en donde los estados con energia positiva
Ej, > 0 se encuentran vacios y los de energia negativa estéan llenos en el estado
fundamental. En este modelo las transiciones que dan lugar a la corriente tinel
son transiciones horizontales, es decir, occurren a energia constante una vez que
hemos desplazado los potenciales quimicos de ambos electrodos de acuerdo al
voltaje aplicado eV.

(f(E—eV) = f(E))

Figura 6.3: Esquema tipo semiconductor para analizar la corriente en una union
tinel normal-superconductor. A derecha se muestra la relaciéon I'V tipica.

Cuando la temperatura es finita existe cierta probabilidad de tener una ocu-
pacién no nula en los estados del superconductor por encima del gap. En este
caso la corriente es finita atin cuando eV < A.

Caso S-S
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En el caso en que los dos electrodos son superconductores los argumentos
utilizados en el apartado anterior que justifican la desaparicién de los factores
de coherencia siguen siendo validos. Esto es asi, al menos, si dejamos de lado el
efecto Josephson por el cual podemos establecer una corriente a través de una
unioén superconductora sin que se produzca una diferencia de potencial. Vamos
a discutir este fenémeno en la proxima clase.

La expresion para la corriente como funcién del voltaje en el caso S-S estd da-
da por:

_ 1 [ pis(E—eV) pas(E) —eV) —
Los = eRn/ p1(0)  p2(0) (P&~ eV) - J(B))

Figura 6.4: Esquema tipo semiconductor para una unién tunel S-S. A derecha
se muestra la I'V tipica para este tipo de uniones.

Nuevamente en este caso hace falta recurrir a métodos numéricos para eva-
luar la corriente dada por esta expresién. La forma cualitativa para el caso en
que los gaps de los electrodos son diferentes (A1 y Ag) se muestra en la figura
6.4. Como puede verse, a temperatura cero es necesario que el voltaje supere
el valor A; + As para que fluya corriente. Cuando 7" > 0 la corriente también
fluye a voltajes menores que éste debido a la presencia de cuasi-particulas ex-
citadas térmicamente. En este caso podemos ver que la corriente presenta un
pico muy marcado en eV = |A; — As| que coincide con la situacién en la que
los limites inferiores de las bandas de energia positiva de los dos superconduc-
tores estan alineados. Estas propiedades se entienden claramente utilizando el
esquema semiconductor que se muestra también en la figura 6.4.

6.0.4. El efecto Josephson
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Como vimos la clase anterior, transferir un electrén de un electrodo su-
perconductor al otro en una unién tinel requiere, como minimo una energia
A1 + As. Es decir, es necesario primero romper un par en el primer electrodo
y luego crear un electrén desapareado en el segundo. No hemos analizado, sin
embargo, la posibilidad de transferir un par de Cooper, como un todo, de un
electrodo al otro.

Es decir, hasta ahora hemos considerado a los metales a cada lado de la
unioén por separado, suponiendo que los estados coherentes que caracterizan a un
superconductor se formaban a cada lado de manera independiente. Sin embargo,
el acoplamiento pequenio pero finito que existe entre los dos electrodos nos obliga
a considerar la posibilidad de formar estados coherentes que involucren a los
dos electrodos como un todo. Se puede decir que en una unién tunel entre
dos superconductores es posible formar pares de Cooper con electrones que
pertencen a electrodos diferentes.

Esta reflexion nos lleva a concluir que es posible transferir pares de Cooper
con una probabilidad comparable a la de transferir un tnico electrén y sin aplicar
ningun voltaje. Este es un fenémeno que fue predicho por Josephson hacia 1962.

Para analizar el efecto Josephson en forma microscépica es conveniente utili-
zar, como punto de partida, una base en la que el numero de particulas en cada
electrodo esta bien definido. Como vimos al analizar la funcién de onda BCS,
estos estados estan vinculados a los estados con una fase bien definida a través
de la relacion:

1 2m . -
Dy >= %/O dpeN?2| B, >

Llamaremos |®}, >y |®%, > a los estados fundamentales en cada electrodo
con un numero de pares de particulas bien definido. Nuestro sistema estara des-
cripto por un Hamiltoniano H = Hy + Hp, donde Hy = H; + Hs describe a
los electrodos desacoplados y Hr es el término de acoplamiento debido al efec-
to tunel. El estado fundamental de Hy, |¥n,4+n, >, se obtiene como producto
directo de @} >y |[®F, >.

Al introducir el acoplamiento debido a Hy encontramos que, si bien el niime-
ro de total de pares N = N; + N se conserva (es un buen ntimero cudntico),
N7 y N3 no se conservan por separado. Podemos, a partir de ahora, identificar a
los estados |¥, 4+, > por un unico indice n que representa el nimero de pares
transferidos de 1 a 2, es decir |®,, >= |®},_, > |®2 >.

En ausencia de Hy todos los |®,, > estdn degenerados, ya que E, 11 — E,, =
2(pu2 — p1) = 0 cuando el voltaje entre los electrodos es cero. Hr rompe la
degeneracién ya que aparece un acoplamiento efectivo entre |¥,, >y |¥,,41 > a
segundo orden en Hr. Este acoplamiento estd dado por:

1
Tniin = < Wy |Hp|l > E=E < I|Hr|¥, >
I

donde |I > es un estado intermedio arbitrario en el que se crea un electrén adi-
cional en 2 y un hueco en 1. Como problema (problema nro. 11) les porpongo
demostrar que:

[k Uk Uk Vg |

6.9
E + E,’C ( )

Jn+1,n = JO = _42 |11/€1€/|2
kk’
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Teniendo en cuenta este acoplamiento efectivo, el problema efectivo adopta
una forma muy sencilla, equivalente a un Hamiltoniano tight-binding de una
dimensién con acoplamientos a primeros vecinos, es decir:

H|®, >= Eo|®, > +Jo (|Ppi1 > +|Pp_1 >)

Este es un problema que sabemos resolver desde sélido I, no tenemos mas que
aplicar el teorema de Bloch, ya que se trata de una situacién en la que tenemos
invariancia “traslacional”. La solucién serd una funcién de onda de Bloch, de la
forma:

1 )
|y >= i > emw, >

., Cudl es el siginificado fisico de « en el problema de la unién tinel?

Como se puede comprobar facilmente |®,, > es un estado en el que el ndmero
de pares transferidos n se encuentra indefinido pero la diferencia de fase entre
los dos electrodos estd bien definida. Pueden comprobar esto como ejercicio
utilizando la expresién que vincula estados BCS con ntimero de particulas bien
definido y con fase bien definida. o no es por tanto otra cosa que la diferencia
de fase entre los dos superconductores.

Veremos ahora que |®, > es un estado que conduce corriente y que esta
corriente es una funcién sencilla de «. Para esto es conveniente expresar el
operador corriente como:
dN e

s [H7N2]

j: —_— =
“a " h

luego,

. . 2
<1 >=< U IV, >= Telm < U N H|U, >

Expresando |®, > en términos de |®,, > resulta:

- 4
<I>= —fJosena (6.10)

Esta es la famosa relacion corriente-fase para una unién tunel derivada por
Josephson hacia 1962. Su confirmacion experimental se produjo al afio siguiente.
Notemos que el valor maximo de < I>se produce para @ = 7/2 y su valor
es I. = —4eJy/h. Para estimar el orden de magnitud de I. es necesario evaluar
la expresion (6.9) para el acoplamiento efectivo Jy. Utilizando las técnicas ya
habituales en este curso podemos ver que:

L~ 2 dE/dE’ ! 21 v
eRy E+E \/E?2 — A3 \/JE? — A2

Esta integral fue evaluada por Ambegaokar y Baratoff hacia 1963, quienes
obtuvieron:

_ 2 JARPAV A1 — Ay
c_eRnA1+A2 A1+A2

donde K indica la integral eliptica de primera especie. En el caso particular en
que A1 = Ay = A se obtiene un resultado muy simple:
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T
I. = A
2eR,

Este valor es el mismo que toma la corriente de cuasi-particulas Iss cuando
A1 = As para eV = 2A a temperatura cero. Para un superconductor tradicional
con un valor del gap del orden de 10~3eV y una unién tinel con resistividad
normal del orden de 0.1 Qmm? se obtiene una corriente Josphson méxima del
orden de 1 A/cm?. Si la resistividad es mayor que este valor el efecto Josephson
se ve eclipsado por las fluctuaciones térmicas (que son proporcionales a R, kgT).




Capitulo 7

Temas avanzados: La
ecuacion de Bogoluibov-de
(Gennes

La teoria BCS se basa en la hipétesis de que los estados electrénicos pueden
describirse correctamente como ondas planas con un vector de onda k bien
definido. Es decir, BCS tiene por objeto analizar las propiedades de volumen
del estado superconductor en un sistema ideal que posee simetria de traslacién
espacial. Sin embargo, en muchas situaciones de interés practico nos interesa
analizar sistemas que, o bien no son espacialemente homogéneos, o bien se trata
de sistemas desordenados en los que k£ no es un buen ntimero cuantico. La
inhomogeneidad espacial puede deberse a que las propiedades del material varian
en el espacio o bien a que existen campos externos aplicados que pueden variar
en el espacio y en el tiempo. Ejemplos caracteristicos de esta situaciéon son
las uniones tinel que analizamos en el capitulo anterior. En aquel caso hemos
podido atacar el problema en base a la teoria BCS gracias a que el acoplamiento
entre los electrodos es muy pequeno y puede tratarse en forma perturbativa. No
podriamos, sin embargo, analizar de esta forma una situaciéon en la que los
electrodos se encuentran en contacto directo (es decir, sin una capa de éxido
que los separe) y en la que los electrones puedan, por tanto, transmitirse con
facilidad de un electrodo al otro. Tampoco podriamos analizar utilizando BCS
una situacion en la que el parametro superconductor varia espacialmente debido,
por ejemplo, a la presencia de un gradiente de campo magnético. Esta dltima
situacion puede darse tanto en la superficie de una superconductor como en el
volumen en torno a un vortice en superconductores de tipo II.

En este ultimo capitulo estudiaremos las ecuaciones de Bogoliubov-de Gen-
nes (BdG) que describen el espectro de excitaciones de un superconductor es-
pacialmente inhomogéneo. Estas ecuaciones se basan en la idea, inicialmente
senalada por Anderson, de que, ain cuando k£ no es un buen nimero cudntico,
cada estado electrénico con funcién de onda ¢, (7) y espin o puede acoplarse
para formar un par con el estado inverso temporal, es decir con el estado con
funcién de onda ¢Z () y espin —o. Nuestro primer objetivo serd derivar las ecua-
ciones de BdG a partir de un modelo microscépico general para luego estudiar

67
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las soluciones de estas ecuaciones para sistemas unidimensionales sencillos que
son, sin embargo, de gran importancia practica.

Cabe destacar que existe otra aproximacion a problemas en los que el parame-
tro de orden varia espacialmente, basada en la teoria fenomenoldgica de Ginzburg-
Landau, que no veremos en este curso.

7.0.5. Derivacion microscépica

Vamos a suponer que los electrones en el superconductor experimentan un
potencial externo Uy(r) (este potencial puede describir tanto el efecto de campos
externos como el efecto de impurezas o la presencia de una superficie o inter-
caras en el sistema). A primera vista, la manera natural de tratar este término
adicional en el Hamiltoniano es construyendo una funcién de onda tipo BCS a
partir de estados de un electrén cuya funcién de onda w,,(r) es solucién de la
ecuacién de Schrodinger:

<_%v2 + Uy(r) — u) Wy (1) = Cuwn(r)

Como deciamos antes, hay dos estados degenerados por cada nivel de energia

Cn:

wyp, = wy(r)] 7> y wy = wy, (r)| |>

Luego, si designamos por ¢/, al operador que crea un electrén en el estado
wy, una generalizacién posible de la funcién de prueba de la teoria BCS para
este caso es:

|® >= H (un + vncilcj—l) |0 >

El problema con esta funcién de prueba es que, siendo los wu,, y v, coeficientes
constantes no nos proporciona suficiente flexibilidad como para tratar situacio-
nes generales de inomogeneidad espacial. De hecho, se puede demostrar que en
muchos casos la energia puede reducirse apareando los electrones en estados
distintos de los w,,.

Las ecuaciones de BdG constituyen un método més potente de resolver el
problema. Para su derivacion microscépica comenzaremos por escribir el Hamil-
toniano (4.1) de la teorfa BCS en términos de operadores campo 1, (1) y ¥} (r)
que destruyen y crean electrones localizados en un punto r del espacio. Estos
operadores se relacionan con los ¢y, clg a través de:

Yo (r) = Z M Cry y Yir) = Z e_“"cLU
k k

Estos operadores satisfacen las reglas de anticonmutacion:

Vo (1), %o ()] = 0 [1 (1), 05, ()] = 0 [Wo(r), ), ()4 = 05.008(r — 1)



69

La expresién del Hamiltoniano BCS (mds el término asociado al potencial
Uo(r)) que resulta es:

m

H = /d%Zwl(T) B—z + UO(T)} Yo (r) +
Y / it ()6 (), () ()

El segundo término en H es el que toma en cuenta la interaccién efecti-
va entre electrones. Notemos que esta interacciéon ocurre sélo cuando los dos
electrones se encuentran en un mismo punto, lo cual es consistente con que la
interaccion en HBYS se considera independiente de k. También como en BCS
esta interaccién depende de un tnico parametro Vj.

Como en la teoria BCS no se trata de resolver este modelo exactamente
(lo cual resulta en general imposible) sino de buscar una buena aproximacién
a su estado fundamental y sus excitaciones. La aproximacion que lleva a las
ecuaciones de BdG consiste en reemplazar este Hamiltoniano de muchos cuerpos
por un Hamiltoniano efectivo de un cuerpo, es decir, de la forma:

Hefectivo - /dBTZZ/Jl(T) {% + U(T) - EF 1/%7(7”) +
A (e (r) + A) Yy () (7)

y determinar los potenciales efectivos U(r) y A(r) de manera que cumplan
ciertas condiciones de autoconsistencia. Esta filosofia es similar a la de la propia
teoria BCS en la que A debe satisfacer una ecuacién de autoconsistencia que se
deriva de minimizar la energia.

Antes de determinar estas condiciones de consistencia vamos a analizar los
autoestados de Hefectivo suponiendo que U y A son conocidos. Como He fectivo
es una forma cuadratica en los operadores campo se puede diagonalizar mediante
una transformacién unitaria, cuya forma es la misma que la de la transformacién
de Bogoliubov (Ec. (4.5)):

Ur(r) =Y nptn(r) =) va(r)

by (r) > it (r) + ) vn(r) (7.1)

Por ser esta una transformacién unitaria los nuevos operadores ~,, deben sa-
tisfacer también reglas de conmutacién fermiénicas. Adem4s esta transformacion
debe diagonalizar Hefectivo, con lo cual la expresion de He fectivo €n términos de
los 7, sera:

Hefecti’uo = EO + Z 671’7:107710'

no

donde Ej es la energia del estado fundamental. Esta condiciéon también puede
escribirse en la siguiente forma:
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[Hefectivm 'Yna’] = —€nYno
[Hefectivoa ’Y;rza] = Enp)/jza

Por otra parte, los conmutadores de ¢7 y 9| con He ectivo dan (hacerlo como
ejercicio):

2

[Hefectivm dJT ('f‘)] = _(f_m + U(T) - EF)wT (T) - A(TWI (T)
2
Hegectino ()] = =(5— +U(r) = Ep)by(r) + Ay ()

Si sustituimos en esta ecuacién los operadores campo por su expresién en
términos de los operadores 7y, dada por (7.1) e igualamos los coeficientes de ~,

T a cada lado de la ecuacién se obtiene (hacerlo como ejercicio):

n

2972
_ hZZ +U(r) — EF] wun (1) + A(r)o, (1)

h2v?2

2m

) = |

an(r) = - [ LU - EF} v (r) + A (1) (r)
(7.2)

Estas ecuaciones acopladas en u, () y v, (r) se conocen como ecuaciones de
Bogolibov de Gennes.

Determinacién de los potenciales efectivos U(r) y A(r)

Para la determinacion de los potenciales efectivos en las ecuaciones de BdG
utilizaremos un procedimiento similar al que utilizamos para derivar la teoria
BCS a temperatura finita. Es decir, para determinar A y U minimizaremos la
energia libre

F=<H>-TS8

considerando ahora que el promedio < H > se efectiia sobre la base de autoes-
taestados de Hefectivo-

La manera de obtener < H > es expresar el Hamiltoniano H en términos de
los operadores v, vy luego tomar el valor medio sabiendo que

< ”Yjw'ymd’ >= 5nm5dd'f(€n)

donde f(w) es la funcién de distribucién de Fermi. En lugar de hacer toda esta
cuenta podemos calcular la variacién de primer orden en F', §F' a temperatura
fija, sabiendo que, debido al teorema de Wick, tenemos

<Pl > = <yl >s<ply, > — <olyy ><ylyy >
+ < plyl <y >



71

En esta expresiéon el segundo término contiene correlaciones entre espines
opuestos, de la forma < zﬂw | > que podemos considerar nulas ya que estamos
en una situaciéon no magnética. De esta manera obtenemos

SF = /d?’TZé <l (r) [5—2 +U0(7°)} Yo(r) > +

VoY <hre(r) > 8 <L, (r)y_o(r) >

—Vod < ¥I(r)y](r) >< ¢ () (r) > +cc. =T8S (7.3)

Por otra parte, sabemos que la cantidad

Fl =< Hefectivo > =TS

debe ser estacionaria con respecto a variaciones en las funciones wu,(r), v, (r) y
f(w), ya que estamos haciendo el promedio sobre una base de autoestados del
propio Hefectivo- De esta manera obtenemos

0 = /dng(S < 1/13;(7") {% + U(T):| Yo (r) >+

+A(r)S < Yl(r)] (r) > +e.c. =T8S =0 (7.4)

Asi, los potenciales efectivos U(r) y A(r) se determinan estableciendo una
correspondencia entre los términos en § < i, > y en § < 1/41/14[ > en las
ecuaciones (7.3) y (7.4), de donde resulta:

Ur)=Us(r) = Vo <yl()r(r) >= Vo < 9] (n),(r) >
Alr) = Vo< (r)p(r) > (7.5)

La expresién final para estos potenciales se determina sustituyendo los ope-
radores campo en términos de los operadores v de acuerdo a la transformacién
(7.1). El resultado que se obtiene (hacerlo como ejercicio) es:

U(r) = Uo(r) = =V 3 [un(r)2f(€n) + 0a(r)(1 = f(en)]
n
AW = Vo 3 vn(r)ua(r)(1 = 2f(n) (7.6)
n

Estas condiciones aseguran que los potenciales U(r) y A(r) en He fectivo SO
autoconsistentes. El potencial U(r) — Uy(r) es llamado potencial Hartree, mien-
tras que A(r) tiene que ver con el gap en el espectro de excitaciones y se llama
potencial de apareamiento. Hay una diferencia importante entre estos dos poten-
ciales: mientras que el potencial de apareamiento se anula en el estado normal,
el potencial Hartree permanece practicamente invariante al pasar del estado
normal al superconductor ya que depende muy débilmente con la temperatura.
Por tanto, cuando nos interese analizar la diferencia entre las propiedades del

estado normal y el superconductor, podemos despreciar el potencial Hartree.
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7.0.6. Aplicaciéon a problemas unidimensionales

A fin de familiarizarnos con las propiedades de las soluciones de las ecuacio-
nes de BdeG es instructivo comenzar por analizar problemas unidimensionales.
Vamos a ver que, a pesar de esta simplificaciéon, muchos de estos resultados
pueden aplicarse a situciones realistas y de interés practico.

Vamos a comenzar por el caso més simple posible de un superconductor
homogéneo. Llamemos = a la coordenada espacial del problema. En este caso
tenemos A(x) = Ay y podemos suponer U(z) = 0 en las ecuaciones (7.2). Por
otra parte, la dependencia de los u,, y los v;, con x no puede ser otra que la de
una onda plana, es decir:

+ikx

Un () = une . Up(z) = vyeThe

Resulta sencillo comprobar que lo que se obtiene al resolver la ecuacion de
autovalores que resulta al introducir estas expresiones en (7.2) es:

en =/ (e(k) — Er)? + A3

Estos autovalores son equivalentes a las energias de excitacion de cuasi-
particulas en la teoria BCS.

A fin de analizar problemas unidimensionales en forma similar a como lo
hacemos con la ecuacién de Schrodinger, es decir empalmando soluciones co-
rrespondientes a regiones homogéneas con las condiciones de borde apropiadas,
es conveniente reescribir las soluciones tomando a las autoenergias €, como
un pardmetro libre E. Uno debe luego obtener k(E) a partir de la ecuacién
E = /(e(k) — Er)? + A2, de donde se obtienen dos posibles valores de k para
cada E:

hk* = \/2m [EF +4/E? — Ag]

Estos dos valores se encuentran levemente por encima y por debajo de
hkr = /2mEF respectivamente. En consecuencia, las cuasi-particulas que co-
rresponden a kt y k™ tienen un caracter predominantemente de electrén y de
hueco respectivamente. La figura 7.1 muestra en forma esquematica la relacion
entre energia y k en las soluciones de la ecuacién de BdeG.

Por otra parte, los autoestados de las ecuaciones de BdeG pueden escribirse

en la forma:
O, (z) = < n (@) >

Un(x)

Asi, las funciones de onda correspondientes a un dado valor de la energia
resultan:

oiem=(38) (28

donde
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Caso superconductor Caso normal

Figura 7.1: Relaciéon de dispersién para las soluciones de la ecuacién de
Bogoliubov-de Gennes en una dimension

VAL

1
+ E

(7.7)

1
1—U§=u(2):§

Los subindices e y h indican el caracter predominante de “electrént “hueco.e®
las autofunciones correspondientes a kT y k™ respectivamente. De hecho, como
puede verse, cuando Ay — 0 tenemos:

V. (z,E) — ( (1) )eiitfrm Uy (2, E) — ( (1) )eiiqm

donde hg* = \/2m(Er + E). Puede verse claramente que ¥, y ¥}, corresponden
a excitaciones tipo electrén y hueco respectivamente para el caso normal.

Es importante senalar que en el caso normal (es decir cuando Ay = 0)
puede suponerse una relaciéon de dispersién practicamente lineal para las bandas
alrededor del nivel de Fermi. La figura 7.1 muestra también la relacién entre la
energia y k para un conductor normal unidimensional que se obtiene como el
limite para Ay — 0 del caso superconductor.

Para analizar problemas de transporte es 1til, como vimos en la seccién dedi-
cada a uniones ttnel, utilizar un esquema tipo semiconductor en el que se toman
en cuenta tanto energias positivas como negativas para las cuasi-particulas. De
hecho, las ecuaciones de BdeG admiten soluciones tanto con energias positivas
como con negativas. Es facil comprobar que u3(—E) = v3(E), lo cual demuestra
que al cambiar E por —F las excitaciones con caracter de electrén pasan a tener
caracter de hueco y visceversa. En un conductor normal este esquema se obtie-
ne asociando los estados con k < kp a energias negativas (que corresponden
a excitaciones tipo hueco) y los estados con k > kp a energias positivas (que
corresponden a exitaciones tipo electrén).

b ol C——..
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7.0.7. La intercara N-S y la reflexion de Andreev

Vamos a considerar ahora el empalme entre las soluciones de las ecuaciones
de BdeG correspondientes a una regién normal semi-infinita seguida de otra
regién semi-infinita superconductora. Es decir, buscamos las soluciones de la
ecuacion de BdeG para un potencial de apareamiento que depende de la posicién
en la forma:

0 six <0
Az) =
AN siz>0

Como ocurre normalmente en una intercara sobre la que incide un electrén
tendremos una parte de la onda incidente que es transmitida y una parte de la
onda que se refleja. En el caso de la intercara N-S existen mas posibilidades que
en una intercara normal porque un electrén incidente desde la regién normal
puede reflejarse como un electrén (reflexién normal) pero también, como vere-
mos, puede reflejarse como un hueco. A este tipo de mecanismo se lo denomina
reflexion de Andreev, en honor al fisico ruso que propuso por primera vez el
mecanismo hacia el ano 1964.

A fin de determinar las amplitudes reflejadas y transmitidas supondremos
que tenemos un electrén incidente desde la region normal con energia E. Para
simplificar, vamos a considerar primero el caso en que no hay ninguna barrera
de potencial entre el normal y el superconductor. Supondremos también que
la variacién en el vector de onda al pasar a la regién superconductora es des-
preciable. Esto esta justificado ya que si estamos interesados en energias del
orden del gap (E ~ Ag), tenemos F < Er y por tanto k* ~ ¢*. En estas
condiciones no se produce reflexién normal y todo lo que podriamos tener es
un hueco reflejado con impulso Ag~ en la region normal. Por otra parte, en la
region superconductora tendremos una excitacion tipo electron transmitida con
impulso Ak™. El proceso se representa esqueméticamente en la figura 7.2. Nétese
que un hueco reflejado corresponde a impulso +hg~ (y no —hg~), ya que un
electron moviéndose hacia la derecha corresponde a un hueco moviéndose hacia
la izquierda.

Las funciones de onda a cada lado de la intercara seran de la forma:

1 iq+w 0 iq T o
(O)e +TA<1)€ six <0

t ( Zﬁ% ) T gz >0

donde hq*™ = \/2m(Er £ E) indica el impulso del electrén incidente y del hueco
reflejado en la regién normal.

Para determinar las amplitudes r4 y t es necesario imponer las condiciones
de continuidad en la funcién y su derivada en el punto = 0. Si suponemos,
como dijimos, que no se produce una discontinuidad apreciable en el vector de
onda, es decir, que podemos considerar ¢t ~ ¢~ ~ kT, entonces basta con
imponer sélo la primera condicién. Esta dltima aproximaciéon se conoce como
aproximacién de Andreev. En este caso se obtiene un resultado muy sencillo
para la amplitud de reflexién Andreev:
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Normal Superconductor

Figura 7.2: Esquema de la reflexién de Andreev en una intercara N-S

ra(E) =vo(E)/uo(E)

Vamos a analizar primero este resultado para E < Ag. De la expresién (7.7)
vemos que ug y vg toman valores complejos cuando E < Ap. De hecho, también
k™ adquiere en este caso una pequeila parte imaginaria, lo cual indica que para
estas energias la funciéon de onda decae exponencialmente hacia el interior del
superconductor. Volviendo a 74 vemos que para E < Aj esta amplitud se puede
escribir en la forma (demostrarlo como ejercicio):

ra(E) = exp[—iarccos(E/Ao)] (7.8)

lo cual indica que la probabilidad de reflexién Andreev |r4|? vale 1 en el interior
del gap.

Por otra parte, cuando F > A vemos que los coeficientes ug y vp son reales
y 7 se puede expresar como (hacerlo para completar el ejercicio):

ra(E) = exp [—arccosh (E/Ag)] (7.9)

lo cual demuestra que la probabilidad de reflexiéon Andreev decae rapidamente
cuando FE > A.

Analicemos por tltimo el proceso de reflexién Andreev desde el punto de
vista de la carga transmitida. En un sistema normal, el tener reflexion perfecta
(|r|> = 1) implica que la carga transmitida es nula. En cambio, en el caso de la
reflexién de Andreev tenemos un electrén incidente (es decir una carga negativa
—e que se desplaza en el sentido positivo) y un hueco reflejado (es decir una carga
positiva +e desplazandose en el sentido negativo). El efecto neto es equivalente
al de dos cargas —e desplazandose en el sentido positivo de x. Como la carga no
puede acumularse en la intercara es evidente que la carga transmitida hacia el
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superconductor por cada proceso individual debe ser —2e. En consecuencia el
proceso lleva asociada una corriente de electrones neta hacia el superconductor.

;,Cémo compatibilizar ahora esta corriente neta con el hecho de tener una
funcién de onda que decae exponencialmente a medida que nos introducimos en
el superconductor?

La explicacién es que dentro del superconductor no son realmente estas ex-
citaciones las que llevan la corriente sino los pares de Cooper que forman el
condensado. Por cada electrén incidente en la intercara desde el lado normal
con energia ' < A debe haber un par de Cooper que se lleva la carga dentro
del superconductor. Este esquema de la reflexién de Andreev se muestra en la
figura 7.3.

N o | & S

Figura 7.3: Esquema de una reflexién de Andreev: el electrén incidente se refleja
como hueco y se emite un par de Cooper dentro del superconductor

Es interesante comparar el caso de una intercara N-S perfecta como la que
hemos analizado, en la que no se produce reflexién normal, con el caso de una
unién tunel entre un electrodo normal y uno superconductor. En ese caso la
probabilidad de transmision a través de la capa de 6xido es muy pequena y, como
vimos, la corriente a través de la unién se puede obtener utilizando teoria de
perturbaciones al orden més bajo en el acoplamiento entre los electrodos. Como
vimos en el capitulo anterior, en una unién tinel de este tipo a temperatura cero
no hay corriente hasta que el voltaje aplicado supera el valor del gap, es decir
hasta que la energia de los electrones que se inyectan desde el lado normal supera
a Ag. En cambio en una intercara N-S perfecta podemos tener una corriente ain
cuando V' < Aq debido a los procesos de reflexion de Andreev. La pregunta que
surge entonces es qué ocurre con las reflexiones de Andreev a medida que la
barrera entre la regiéon normal y la superconductora se va haciendo mas fuerte.
Para analizar esta situacion les propongo el siguiente problema:

Problema nro. 12: Analizar la amplitud de reflexion Andreev para una
intercara que incluye una barrera de potencial tipo § de Dirac, es decir tomando
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Uo(z) = HJ(z). Ayuda: deben tener en cuenta que ahora podemos tener tam-
bién una excitacién tipo electrén reflejada y también excitaciones tipo hueco
transmitidas, es decir que la funcién de onda adopta la forma mas general:

1 iq+m 0 iq T 1 —iq+m .
(O>e —i—rA(l)e —l—r(O)e six <0

t ( Zﬁ((g ) ety ( ZEEg ) e sz >0

Por otra parte, debido a la presencia de la delta, la condicién de continuidad
en la derivada en el punto z = 0 se reemplaza ahora por:
e (V(z=0%)—9'(z=07)) = HV(0)
2m
Utilizando la aproximacién de Andreev (es decir, tomando ¢+ ~ ¢~ ~ kt ~
k™), deben demostrar que, en este caso, para E < A se obtiene:
_ Aj
B2+ (A2 - E?2)(1+22)2

ra(E)[?

donde Z = kFH/2EF

Esta expresién describe la transicién entre el limite de reflexiéon de Andreev
perfecta (que ocurre cuando Z — 0) y el limite en que r4 — 0 (que ocurre
cuando la barrera es infinitamente alta, es decir cuando Z — o0).

7.0.8. La intercara S-IN-S: reflexiones de Andreev multi-
ples

Vamos a analizar ahora el espectro de excitaciones en una intercara S-N-
S. Una vez que hemos comprendido como hacerlo para una intercara N-S la
generalizacion al caso S-N-S es relativamente simple. Veremos, ademas, que el
comprender este caso nos dara una visién distinta y muy instructiva acerca del
efecto Josephson.

Consideremos que tenemos una region normal de longitud L entre dos su-
perconductores semi-infinitos. Para simplificar el analisis vamos a suponer en un
principio que no existe una barrera de potencial que produzca reflexién normal
en las intercaras. Supondremos también que existe una diferencia de fase super-
conductora ® entre los dos supercondutores. Esta diferencia de fase se reparte
entre los dos superconductores de manera que podemos considerar que la fase
vale ®/2 en el superconductor de la izquierda y —®/2 en el de la derecha. Esta
situacion se esquematiza en la figura 7.4.

Analicemos ahora que ocurre con los estados electrénicos de la regiéon normal
con energia ¥ < Ay. Un electrén que se propaga en el sentido positivo sufrird una
reflexiéon de Andreev completa al llegar a la intercara con el superconductor de
la derecha. A partir de entonces se convertird en un hueco que se propaga en
sentido negativo, el cual a su vez sufrird una reflexion de Andreev completa
al llegar a la intercara de la izquierda. Asi, este proceso se podria repetir ad
infinitum, formando una onda estacionaria en la regién central, de forma similar
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2e

@®—> —0/2

e
o
«-—0

h

Figura 7.4: Interfase SNS

a lo que ocurre en un interferémetro de Fabry-Perot. Al igual que en el caso del
interferémetro la energia F debe tener unos valores determinados para que se
den las condiciones de resonancia.

Para determinar estos valores vamos a sumar las amplitudes de los procesos
sucesivos a fin de determinar la condicién de resonancia. El estado inicial es el
de un electréon que se propaga en sentido positivo cuya funcién de onda es:

00 (2, E) = ( (1) )ei‘ﬁm

Luego de la primera reflexién lo que tenemos es un hueco que se propaga en
sentido negativo:

WD (@, ) = rR (E)eit" - ( 0 > o
Notar que, como hemos supuesto que E < Ag, la amplitud r5 (E) estd dada
por la ecuacién (7.8). Tenemos que tener en cuenta, ademds, que el supercon-
ductor de la derecha tiene una fase —®/2, con lo cual resulta

T}Z (E) = efiq)/QrA(E)

Siguiendo el proceso, este hueco se reflejard Andreev en la intercara de la
izquierda, produciendo una amplitud adicional tipo electréon dada por

I 1 ,
YOz, B) = (B)rR (B)eilr ~a b ( ! ) it
donde la amplitud 7% (E) es la amplitud para la reflexién de Andreev del hueco
incidente en el superconductor de la izquierda. Para obtener esta amplitud debe-
mos repetir lo que hicimos en la clase anterior considerando un hueco incidente
en lugar de un electrén. Les dejo como ejercicio probar que resulta la misma
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amplitud que para un electrén incidente en la intercara de la derecha, es decir
I _..D
que 14 (E) =14 (E).
De esta manera, si sumamos las amplitudes para el “canal” de electrén de-
bidas a procesos sucesivos lo que obtenemos es:

1
1 —e 2 (E)eilar—a7)L

con lo cual, la condicién de resonancia es:

e*iérA(E)ei(q+*q7)L =1= —® —2arccos E/Ag+ (¢" — ¢ )L =2n~7

Podemos reescribir esta condicion tomando en cuenta que para E ~ Ay,
q* ~ kp(1+ E/2EF), con lo cual resulta:

®  kpL
EZA()COS{E—%(E/EF)—THT} (7.10)
Esta ecuacién da, aparentemente infinitos valores posibles para la energia de
nuestro estado resonante. Sin embargo, cuando L es muy pequena el término
en kr en el argumento del coseno no cuenta y sélo tenemos dos valores posibles
para E:

E = +Aqcos <§> (7.11)

Mas concretamente, la condicién para que el término en kr no cuente es
que L <« 2Ep/(Ekp) ~ hvp/Ay = &, es decir, L debe ser muy pequenia en
comparacién a la longitud de coherencia &y. Podemos ver de la ecuacién (7.10)
que el ntmero de soluciones aumenta a medida que aumenta L (de hecho, uno
deberia recuperar un continuo de soluciones cuando L — 00).

Vamos a concentrarnos en el caso L — 0, que podria describir un contacto
puntual entre dos superconductores. ;Qué diferencia fisica existe entre los dos
estados ligados que acabamos de encontrar?. Es facil intuir que cada estado
corresponderd a recorrer el ciclo de multiples reflexiones Andreev en sentido
inverso, es decir en sentido positivo como electrén y en sentido negativo como
hueco o al contrario. Notar que, como vimos en la clase anterior, cada electrén
que incide sobre un superconductor y se refleja Andreev produce un flujo de
carga —2e hacia el superconductor. Por el contrario, el hueco que incide sobre
el superconductor y se refleja Andreev produce un flujo de carga +2e hacia el
superconductor. Este razonamiento nos lleva a concluir que cada estado ligado
lleva una corriente igual pero de sentido opuesto.

La pregunta que nos hacemos ahora es 7’Cémo determinar esta corriente? En
principio deberiamos evaluar el valor medio del operador corriente en nuestro
estado. Esto es, si conocemos la funcién de onda del estado:

_ [ =, E)
U(z,E) = ( o(z. E) >
La corriente estard dada por:

i(E) = iLIm [u*(z,E)% +v*(z, E)

m
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Pero esto es complicado ya que nos obliga a determinar la funciéon de onda
que no tenemos. Una forma mucho maés sencilla es utilizar la relacién termo-
dindmica:

[ 2e0F
T h 0P

que nos dice que la corriente debida a cada estado debe ser:

L 20E %Mo P

Fae -t oseng)

Lo maés interesante que cabe senalar en esta expresién es la dependencia de
la corriente con la fase como sen(®/2), a diferencia de lo que vimos en una unién
tinel en donde la corriente Josephson dependia de la diferencia de fase como
sen(®). Cabe destacar que en aquel caso la corriente Josephson se puede calcular
utilizando teoria de perturbaciones al orden més bajo en el acoplamiento entre
los electrodos, mientras que en el caso de un contacto perfecto hay que tener en
cuenta las multiples reflexiones de Andreev. Como en la clase anterior nos gus-
taria poder analizar qué ocurre a medida que la barrera entre los dos electrodos
superconductores se va haciendo més fuerte hasta llegar al caso extremo de la
union tunel. Para esto les propongo el siguiente problema:

Problema nro. 13: A fin de estudiar una intercara S-S con una barrera
de potencial arbitrario, considerar un sistema S-N-S en el cual se introduce una
barrera de potencial en el medio de la regién normal, como muestra esquemati-
camente la figura 7.5. Llamaremos I y II a las dos regiones en que queda dividida
la regién normal.

. | I
&y —» & —»
G +— 3y —
@2
M A — & —»
---------- & «—— & +—
2

Figura 7.5: Geometria propuesta en el problema nro. 13

e — — — — — — — —
Asfmismo, llamaremos a_;, a5, aqir, Gorrs Gnp> Gnp> Onrr Y Gnpp @ las am-
plitudes tipo electrén y hueco en cada una de las dos regiones. Para simplificar
el problema vamos a suponer que L < £y con lo cual podemos despreciar los
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factores de fase debidos a la propagacién libre. Para vincular las amplitudes a
uno y otro lado de la barrera tenemos las siguientes relaciones

( el ) _ ( Z’? 1 > ( a el )

donde r y t son las amplitudes de reflexién y transmisién normal a través de
la barrera central que vamos a suponer reales. Notar también que se cumple
r2 42 =1

Por otra parte las amplitudes de hueco y electron estan relacionadas por
medio de los factores de fase que introducen las reflexiones de Andreev en las
intercaras con los superconductores a izquierda y a derecha:

— —id/2 — — —id/2 —
aprr = € / TAGQeryr Qe = € / TAGRpT
—_ i<I>/2 k< — i<I>/2 * —>
apy = € TAQer Qerp =€ TAGQhIT

Estas relaciones determinan un sistema homogéneo de 8 ecuaciones con 8
incégnitas. A partir de la condicién para que el sistema tenga solucién no-trivial
demostrar que las energias de los dos estados ligados estan dadas por:

E = +Apy/1 — t2sen?(9/2)

Como podemos ver, esta expresion se reduce la expresién (7.11) en ausencia
de barrera, es decir cuando t — 1. Asimismo, esta expresién nos permite obtener
la corriente que lleva cada estado para el caso de transmisién arbitraria, que
resulta:

£ eAogt? sen(P)
1 — t%sen?(®/2)

(7.12)

La ecuacién (7.12) interpola correctamente entre el comportamiento tipo
sen(®) caracteritico de una unién tunel (¢ — 0) y el comportamiento tipo
sen(®/2) que corresponde al caso de transmisién perfecta.
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