Sobre la electrodinamica de cuerpos en movimiento
A. Einstein

Se sabe que cuando la electrodinamica de Maxwell — tal como se suele en-
tender actualmente — se aplica a cuerpos en movimiento, aparecen asimetrias
que no parecen estar en correspondencia con los fenémenos observados. Pen-
semos, por ejemplo, en la interaccién electrodinamica entre un iman y un
conductor. En este caso, el fendmeno que se observa depende solamente del
movimiento relativo entre el conductor y el imén, mientras que de acuerdo a
la interpretacién comun se deben distinguir claramente dos casos muy difer-
entes, dependiendo de cual de los dos cuerpos se mueva. Si se mueve el
iman mientras que el conductor se encuentra en reposo, al rededor del iman
aparece un campo eléctrico con cierto valor para su energia. Este campo
eléctrico genera una corriente en el lugar donde se encuentre el conductor.
Pero si el iman esta en reposo y el conductor se mueve, al rededor del iman
no aparece ningun campo eléctrico sino que en el conductor se produce una
fuerza electromotriz que en si no corresponde a ninguna energia, pero da
lugar a corrientes eléctricas que coinciden en magnitud y direccion con las
del primer caso, suponiendo que el movimiento relativo es igual en cada uno
de los casos bajo consideracion.

Otros ejemplos de esta indole asi como los intentos infructuosos para con-
statar un movimiento de la Tierra con respecto al “medio de propagacion de
la luz” permiten suponer que no solamente en mecanica sino también en
electrodindmica ninguna de las propiedades de los fenémenos corresponde al
concepto de reposo absoluto. Mas bien debemos suponer que para todos los
sistemas de coordenadas, en los cuales son vélidas las ecuaciones mecéanicas,
también tienen validez las mismas leyes electrodinamicas y 6pticas, tal como
ya se ha demostrado para las magnitudes de primer orden. Queremos llevar
esta suposicién (cuyo contenido serd llamado de ahora en adelante “principio
de la relatividad”) al nivel de hipdtesis y ademés introducir una hipétesis
adicional que solamente a primera vista parece ser incompatible con el prin-
cipio de la relatividad. Dicha hipdtesis adicional sostiene que la luz en el
espacio vacio siempre se propaga con cierta velocidad V' que no depende
del estado de movimiento del emisor. Basandonos en la teoria de Maxwell
para cuerpos en reposo, estas dos hipdtesis son suficientes para derivar una
electrodinamica de cuerpos en movimiento que resulta ser sencilla y libre de



contradicciones. La introduccién de un “éter” resultara ser superflua puesto
que de acuerdo a los conceptos a desarrollar no es necesario introducir un
“espacio en reposo absoluto”, ni tampoco se asocia un vector de velocidad a
ninguno de los puntos del espacio vacio en los que se llevan a cabo procesos
electromagnéticos.

La teoria a desarrollar se basa — como cualquier otra electrodinamica
— en la cinematica del cuerpo rigido porque las afirmaciones de cualquier
teorfa involucran relaciones entre cuerpos rigidos (sistemas de coordenadas),
relojes y procesos electromagnéticos. El que estas circunstancias no hayan
sido consideradas en forma apropiada es la raiz de las dificultades con las
que actualmente debe luchar la electrodindmica de cuerpos en movimiento.

I. Cinematica
8 1. Definicién de simultaneidad

Supongamos un sistema de coordenadas en el cual se valen las ecuaciones
mecanicas de Newton. A este sistema de coordenadas lo llamaremos “sistema
en reposo’ a fin de distinguirlo de otros sistemas que se introducirdn més
adelante y para precisar la presentacion.

Si un punto material se encuentra en reposo con respecto a este sistema
de coordenadas, su posicion se puede determinar y expresar en coordenadas
cartesianas mediante escalas rigidas, utilizando la geometria euclidiana.

Cuando queremos describir el movimiento de un punto material, especi-
ficamos los valores de sus coordenadas en funcién del tiempo. Serd necesario
tener en cuenta que una descripcion matematica de esta indole tiene un sen-
tido fisico solamente cuando con anterioridad se ha aclarado lo que en este
contexto se ha de entender bajo “tiempo”. Debemos tener en cuenta que to-
das nuestras afirmaciones en las cuales el tiempo juega algin papel, siempre
son afirmaciones sobre eventos simultdneos. Por ejemplo, cuando digo “Ese
tren llega aqui a las 7,” esto significa algo asi como: “El momento en que la
manecilla pequena de mi reloj marca las 7 y la llegada del tren son eventos
simultdneos.”*

Podria parecer que todas las dificultades relacionadas con la definiciéon

L Aqui no se discutira la imprecisién que se encuentra implicita en el concepto de simul-
taneidad de dos eventos en (aproximadamente) el mismo lugar y que de igual manera se
debe conciliar mediante una abstraccién.



del “tiempo” se superarian si en lugar de “tiempo” utilizara “la posicién de
la manecilla pequena de mi reloj.” De hecho, una definicién de este tipo
seria suficiente en caso de que se trate de definir un tiempo exclusivamente
para el lugar en el cual se encuentra el reloj; no obstante, esta definicion ya
no seria suficiente en cuanto se trate de relacionar cronolégicamente series
de eventos que ocurren en lugares diferentes, o — lo que implica lo mismo —
evaluar cronolégicamente eventos que ocurren en lugares distantes del reloj.

No obstante, podriamos sentirnos satisfechos si evaluaramos cronolégica-
mente los eventos mediante el reloj de un observador que se encuentra en el
origen de coordenadas y le asigna la posicién correspondiente de la manecilla
del reloj a cada uno de los eventos a evaluar, en el momento en que recibe
una senal de luz que proviene del evento y se propaga en el espacio vacio.
Sin embargo, como lo demuestra la experiencia, una asignacién de esta indole
tiene la inconveniencia de no ser independiente del observador equipado con
el reloj. Mediante la siguiente observacion llegaremos a una especificacion
mucha mas practica.

Si en el punto A del espacio se encuentra un reloj, un observador que se
encuentre en A puede evaluar cronolégicamente los eventos en la vecindad
inmediata de A, buscando las posiciones de la manecilla del reloj que cor-
respondan simultdneamente a estos eventos. Si en el punto B del espacio
también se encuentra un reloj — queremos anadir “un reloj de exactamente
la misma naturaleza como el que se encuentra en A” — también es posible
realizar una evaluacién cronoldgica de los eventos en la vecindad inmediata
de B mediante un observador que se encuentra en B. Sin embargo, sin es-
pecificaciones adicionales no es posible comparar cronolégicamente el evento
en A con el evento en B; hasta ahora hemos definido un “tiempo A” y un
“tiempo B”, pero no un “tiempo” comun para A y B. Este tltimo tiempo se
puede definir estableciendo por definicion que el “tiempo” que necesite la luz
para viajar de A a B sea igual al “tiempo” para pasar de B a A. Supongamos
que una senal de luz parte de A hacia B en el “tiempo A” t4, llega a By se
refleja de regreso hacia A en el “tiempo B” tp y finalmente arriba al punto
A en el “tiempo A” t/y. De acuerdo a la definicién, los dos relojes estaran
sincronizados si

tp—ta=1t,—tp. (1)

Supongamos que es posible formular sin contradicciones esta definicion
de sincronizacién para un nimero arbitrario de puntos, y que en general las



siguientes relaciones son validas:

1. Si el reloj en B esté sincronizado con el reloj en A, entonces el reloj
en A estd sincronizado con el reloj en B.

2. Siel reloj en A esta sincronizado con los relojes en B y en C, entonces
los relojes en B y ' también estaran sincronizados entre si.

De esta manera con ayuda de ciertos experimentos fisicos (imaginarios)
hemos establecido lo que se debe entender bajo relojes sincronizados que se
encuentran en reposo en diferentes lugares y, por ende, obviamente hemos
obtenido una definicién de “simultaneo” y de “tiempo”. El “tiempo” de un
evento es el dato de un reloj que se encuentra en reposo en el mismo lugar y el
mismo momento del evento; dicho reloj debe estar sincronizado, para todas
las determinaciones del tiempo, con un reloj especifico que se encuentre en
reposo.

Ademas, basandonos en el experimento asumimos que la magnitud

2AB
e (2)
' —ta
es una constante universal (la velocidad de la luz en el espacio vacio).

Lo importante es que hemos definido el tiempo mediante un reloj que
se encuentra en reposo con respecto a un sistema en reposo; debido a su
correspondencia con un sistema en reposo, al tiempo que acabamos de definir
le llamaremos “el tiempo del sistema en reposo”.

8§ 2. Sobre la relatividad de la longitud y el tiempo

Las siguientes reflexiones se basan en el principio de la relatividad y el
principio de la constancia de la velocidad de la luz, los cuales formularemos
de la siguiente manera.

1. Las leyes de acuerdo a las cuales cambian los estados de los sistemas
fisicos no dependen de si estos cambios de estado se refieren a uno u otro de
dos sistemas de coordenadas que se encuentran en movimiento relativo de
traslacién uniforme.

2. Cualquier rayo de luz se propaga en un sistema de coordenadas en
“reposo” con cierta velocidad V', independientemente de si este rayo de luz
ha sido emitido por un cuerpo en reposo o en movimiento. En este caso

trayectoria de la luz

velocidad = (3)

intervalo de tiempo

4



donde el concepto de “intervalo de tiempo” se debe entender en el contexto
de la definicién presentada en § 1.

Consideremos una varilla rigida en reposo de longitud [, la cual se deter-
mina igualmente mediante una escala de medicién en reposo. Imaginémonos
ahora el eje de la varilla situado sobre el eje X del sistema de coordenadas
en reposo y supongamos que la varilla se traslada uniformemente (con ve-
locidad v) y de forma paralela al eje X en la direccién de crecimiento de
la coordenada x. Ahora nos preguntamos cual serd la longitud de la var-
illa en movimiento, suponiendo que esta longitud se determina mediante las
siguientes dos operaciones:

a) El observador se desplaza junto con la escala mencionada anterior-
mente y la varilla bajo consideracién y efectia la medicion de la longitud su-
perponiendo directamente la escala sobre la varilla, justamente de la misma
manera como si la varilla, la escala y el observador se encontraran en reposo.

b) El observador determina los puntos del sistema en reposo en los cuales
se encuentran los extremos de la varilla en determinado tiempo ¢, utilizando
para ello relojes que no se mueven con respecto al sistema en reposo y han
sido sincronizados de acuerdo al procedimiento del § 1. La distancia entre
estos dos puntos, determinada mediante la escala en reposo que ya hemos
utilizado en este caso, también es una longitud que se puede designar como
la “longitud de la varilla”.

De acuerdo al principio de la relatividad, la longitud a determinar en
la operacién a), que llamaremos “longitud de la varilla en el sistema en
movimiento”, debe ser igual a la longitud [ de la varilla en reposo.

La longitud a especificar en la operacién b), que llamaremos “longitud
de la varilla (en movimiento) en el sistema en reposo”, serd determinada en
base a nuestros dos principios y se demostrara que su valor es diferente de [.

La cinematica de uso general asume tacitamente que las longitudes de-
terminadas mediante las operaciones arriba mencionadas son exactamente
iguales o, en otras palabras, desde el punto de vista geométrico un cuerpo
rigido en movimiento en el momento ¢ se puede reemplazar completamente
por el mismo cuerpo cuando se encuentra en reposo en alguna posicion.

Supongamos ademéds que en los extremos (A y B) de la varilla se colocan
relojes sincronizados con los relojes del sistema en reposo, es decir, en un in-
stante dado sus indicaciones corresponden al “tiempo del sistema en reposo”
en las posiciones donde resulte que se encuentren. Por lo tanto estos relojes
estan “sincronizados en el sistema en reposo”.



Supongamos ademas que con cada reloj se mueve un observador y que
estos observadores aplican a cada uno de los relojes el criterio establecido en
§ 1 para la sincronizacién de dos relojes. En el instante de tiempo? ¢4 un rayo
de luz parte de A, luego se refleja en el punto B en el momento tg y regresa
al punto A al tiempo t/,. Teniendo en cuenta el principio de constancia de la
velocidad de la luz obtenemos:

T'AB
tg —ty = —— 4
p—ta= ()
Y TAB
ty —t = — 5
A=l = (5)

donde 745 representa la longitud de la varilla en movimiento, medida en el
sistema en reposo. Por lo tanto los observadores que se desplazan con la
varilla determinaran que los relojes no estan sincronizados, mientras que los
observadores en el sistema en reposo los declararian como sincronizados.

De esta manera vemos que no podemos asignar un significado absoluto
al concepto de simultaneidad, y que dos eventos simultdneos desde el punto
de vista de un sistema de coordenadas ya no se pueden interpretar como
simultaneos desde un sistema de coordenadas que se mueve relativamente
con respecto al sistema en reposo.

§ 3. Teoria de la transformacion de coordenadas y del tiempo
de un sistema en reposo a otro sistema que se encuentra
en movimiento traslacional uniforme con respecto al primero

Consideremos dos sistemas de coordenadas en el espacio “en reposo”, es
decir, dos sistemas cada uno con tres lineas materiales rigidas que parten
de un punto y son perpendiculares entre si. Supongamos que los ejes X de
ambos sistemas coinciden y los ejes Y y Z son respectivamente paralelos.
Consideremos una escala rigida y un ntmero de relojes en cada uno de los
sistemas y supongamos que tanto las escalas como también los relojes de
ambos sistemas son, de manera respectiva, exactamente iguales.

Al punto de origen de uno de los sistemas de coordenadas (k) se le confiere
una velocidad (constante) v en la direccién de crecimiento de la coordenada

2En este caso “tiempo” significa “tiempo del sistema en reposo” y simultdneamente
“indicacién del reloj en movimiento que se encuentra en la posicién que estamos
considerando”.



x del otro sistema (K') que se encuentra en reposo. Igualmente, la velocidad
se transfiere a los ejes de coordenadas, la escala en cuestién y a los relojes.
A cada tiempo t del sistema en reposo K le corresponde una posicién de-
terminada de los ejes del sistema en movimiento, y por razones de simetria
estamos facultados para suponer que el movimiento de k puede ser tal que
los ejes del sistema en movimiento en el momento ¢ (siempre se designa con
“t” el tiempo del sistema en reposo) son paralelos a los ejes del sistema en
reposo.

Ahora imaginémonos que el espacio del sistema en reposo K se mide
mediante la escala en reposo, e igualmente el del sistema en movimiento &
mediante la escala que se mueve junto con él, y de esta manera se determinan
las coordenadas z, y, 2y &, 1, (, respectivamente. El tiempo ¢ del sistema
en reposo se determina para todos los puntos del sistema mediante los relojes
que se encuentran en reposo en dicho sistema y con la ayuda de senales de
luz tal como se describié en § 1; de igual forma el tiempo 7 del sistema en
movimiento se determina para todos los puntos del sistema, en el cual se
hallan relojes en reposo relativo con respecto al mismo sistema, utilizando
el método mencionado en § 1 de senales de luz entre los puntos donde se
encuentran dichos relojes.

Para cada sistema de valores x, vy, z, t, el cual determina completamente
la posicién y el tiempo de un evento en el sistema en reposo, corresponde un
sistema de valores &, n, ¢, 7 que fija dicho evento con respecto al sistema k.
Ahora el problema a resolver consiste en encontrar el sistema de ecuaciones
que relaciona estas magnitudes.

En primer lugar es claro que las ecuaciones deben ser lineales debido a
las propiedades de homogeneidad que le asignamos al espacio y al tiempo.

Si fijamos que 2’ = x — vt, es claro que a un punto en reposo en el sistema
k le corresponde cierto sistema de valores z’, y, z que es independiente del
tiempo. Primero determinaremos 7 como funcién de 2/, y, z y t. A tal fin
debemos expresar en forma de ecuaciones el hecho de que 7 no es nada mas
que el compendio de los datos de los relojes en reposo en el sistema k, los
cuales han sido sincronizados de acuerdo a la regla especificada en § 1.

Supongamos que desde el origen del sistema k se emite un rayo de luz
en el momento 7y a lo largo del eje X hacia x’ y desde alli en el momento
71 se refleja hacia el origen de coordenadas a donde llega en el momento 7.



Entonces se debe cumplir que

1

2(To+72)=T1 (6)

o incluyendo los argumentos de la funciéon 7 y aplicando el principio de la
constancia de la velocidad de la luz en el sistema en reposo:

1 x x
5 [T(0,0,0,t)—i—T(0,0,0, {t—i— T + V—i—v})]

/
:T((L‘/’()’O,t—i_vaj_?j) .

Tomando a 2’ infinitamente pequeno, de esta tltima ecuacién obtenemos:

1( 1 + 1 )87-_87-_|_187- (7)
2\V—-0v V+uv)ot 0x V—uvdt’
0

or v 0T

%‘f‘i‘/Q—UgE:O. (8)

Debemos anotar que en lugar del origen de coordenadas podriamos haber
seleccionado cualquier otro punto como punto de salida del rayo de luz vy,
por lo tanto, la ecuacién recién obtenida se cumple para todos los valores de
'y, z.

Considerando que desde el punto de vista del sistema en reposo la luz
siempre se propaga con la velocidad v/V? — v? a lo largo de los ejes YV y Z,
un andlisis similar aplicado a esto ejes nos lleva a:

or
Ty
oy ’
or
5—0.

Puesto que 7 es una funcién lineal, de estas ecuaciones obtenemos

v /
T:a<t—‘/v2_v2$>, (9)

donde a es por el momento una funcién desconocida ¢(v) y por brevedad
suponemos que en el origen de k, 7 = 0 cuando t = 0.
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Con ayuda de estos resultados es facil determinar las magnitudes &, n, (,
expresando mediante ecuaciones que la luz (tal como lo exige el principio
de constancia de la velocidad de la luz en conexién con el principio de la
relatividad) también se propaga en el sistema en movimiento con velocidad
V. Para un rayo de luz que en el momento 7 = 0 se emite en la direccién de
crecimiento de £ tenemos que:

E=Vr, (10)

E=aV (t— ! :z:’) : (11)

V2 _ 2
Pero con respecto al origen de k el rayo de luz se desplaza con la velocidad
V' — v, cuando se mide en el sistema en reposo, de tal manera que:

:LJ

V—v

—t. (12)

Si reemplazamos este valor de t en la ecuacion para &, obtenemos

V2
é = amfﬂ/ . (13)
Si consideramos rayos de luz propagandose a lo largo de los otros ejes, de
forma andloga encontramos

n=Vr=aV (t—Mw’) : (14)
donde y /
v2_v2:t; ' =0; (15)
es decir,
”:a‘;:@y (16)
' Vv
(= Ot (17)



Introduciendo el valor de z’, resulta

T = o)p (t—‘;w),
£ = o)B(x —t),
n = ey,
¢ = o)z,
donde )
f=—F— (18)

y ¢ es por ahora una funcién desconocida de v. Si no se impone ninguna
condicién sobre la posicién inicial del sistema en movimiento ni sobre el punto
cero de 7, se debe agregar una constante aditiva en la parte derecha de estas
ecuaciones.

Ahora debemos demostrar que desde el punto de vista del sistema en
movimiento todo rayo de luz se propaga con la velocidad V, si este es el caso
en el sistema en reposo, como lo hemos supuesto. Esto es necesario debido a
que atin no hemos demostrado que el principio de constancia de la velocidad
de la luz es compatible con el principio de la relatividad.

En el tiempo ¢t = 7 = 0, cuando ambos sistemas de coordenadas poseen
un origen comun, se emite una onda esférica que se propaga en el sistema
K con velocidad V. Si (z,y, z) representa un punto abarcado por esta onda,
entonces

2?4+ 422 = V2 (19)

A esta expresion le aplicamos nuestras ecuaciones de transformacion y
tras un calculo sencillo obtenemos:

62 + 772 + CQ — V27_2 ) (20)

Por lo tanto, en el sistema en movimiento la onda bajo consideracion
también es una onda esférica con velocidad de propagacion V. De esta ma-
nera se demuestra que nuestros dos principios basicos son compatibles entre
si.

En las ecuaciones de transformacion que hemos derivado aparece una
funcion desconocida ¢ de v que determinaremos ahora.
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A tal fin introducimos un tercer sistema de coordenadas K’ que con re-
specto al sistema k se encuentra en un estado de movimiento traslacional
paralelamente al eje =, de tal manera que su origen de coordenadas se de-
splaza con velocidad —v a lo largo del eje =. Supongamos que en el mo-
mento ¢ = 0 todos los tres origenes de coordenadas coinciden y que para
t =x =y =z =0 el tiempo t’ del sistema K’ es igual a cero. Sean
', 1y, 2, las coordenadas medidas en el sistema K’. Utilizando dos veces
nuestro sistema de ecuaciones de transformacion obtenemos:

¢ = p(=0)B-0) {7+ 1t} = plole(-o)t,
7= p(=u)B(-0){E + 7} = pl)el(—v)e,
"= (= = ¢(v)p(-v)y,
7 = p(=v) = ¢v)p(-v)z.

Puesto que las relaciones entre 2/, v/, 2’ y x, y, z no contienen el tiempo
t, los sistemas K y K’ se encuentran en reposo uno con respecto al otro y es
claro que la transformacion de K a K’ debe ser la transformacion idéntica.
Por lo tanto:

pv)p(—v) =1. (21)

Ahora nos preguntamos cudl es el significado de ¢(v). Consideremos el in-
tervalo del eje H localizado entre £ =0, n =0, (=0y (=0, n=1, (=0.
Este intervalo del eje H corresponde a una varilla que se mueve perpendicu-
larmente a su eje con la velocidad v con respecto al sistema K. Los extremos
de la varilla en el sistema K tiene las coordenadas:

!
p(v)

ry=vt, Yy = , z21=0 (22)

To=vt, 1y2=0, 20=0. (23)

Por lo tanto, la longitud de la varilla medida en K es I/¢(v); de esta forma
hemos hallado el significado de la funcién ¢. Por razones de simetria es
evidente que la longitud de una varilla, medida en el sistema en reposo, que
se mueve perpendicularmente a su eje depende solamente de la velocidad y
no de la direccién y el sentido del movimiento. Entonces, la longitud, medida

11



en el sistema en reposo, de la varilla en movimiento no varia si se intercambia
v por —v. En consecuencia tenemos:

- (24)

p(v) = p(=v). (25)
A partir de esta relacion y de la encontrada anteriormente se deriva que
p(v) = 1y, consecuentemente, las ecuaciones de transformacién se convierten

en
T = 6<t—‘ﬁ2x>,
é = ﬁ(w—vt),
n =1y,
g - 27
donde )
0= —. (26)

1 (2)°

- (¥)

8§ 4. Significado fisico de las ecuaciones obtenidas en lo referente
a cuerpos rigidos y relojes en movimiento

Consideremos una esfera rigida® de radio R que estd en reposo con re-
specto al sistema k y cuyo centro se encuentra en el origen de coordenadas de
k. La ecuacion para la superficie de esta esfera que se mueve con velocidad
v con respecto a K es:

E+n+=FR. (27)

Al tiempo t = 0 la ecuacién de esta superficie en coordenadas x, y,z se

expresa como:

£L'2

(V-&))

3Es decir, un cuerpo que posee forma de esfera cuando se examina en reposo.

5 +y+ 2% =R (28)
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Si en un sistema en reposo un cuerpo rigido tiene la forma de una esfera, en
un sistema en movimiento, visto desde el sistema en reposo, tendra la forma
de un elipsoide de rotacién con los ejes

R,/1—<5>2, R, R. (29)

Mientras que las dimensiones Y y Z de la esfera (y por lo tanto también
de cualquier cuerpo rigido de forma arbitraria) no resultan afectadas por el

movimiento, la dimensién X aparece reducida en la relacion 1 : (/1 — (v/V)?,
es decir, se hace mayor a medida que aumenta v. En el caso v = V todos los
objetos en movimiento, vistos desde un sistema en reposo, se transforman
en figuras planas. A velocidades superiores a la de la luz nuestro analisis
pierde todo sentido. Por lo demas, en los siguientes analisis veremos que
fisicamente la velocidad de la luz en nuestra teoria juega el papel de las
velocidades infinitamente grandes.

Es claro que los mismos resultados son validos para cuerpos en reposo en
el sistema de “reposo”’, vistos desde un sistema en movimiento uniforme.

Ademas, imaginémonos uno de los relojes que estan en la capacidad de
indicar el tiempo ¢ cuando se encuentra en reposo con respecto a un sistema
en reposo, y el tiempo 7 cuando se encuentra en reposo con respecto a un
sistema en movimiento. Supongamos que dicho reloj estd localizado en el
origen de coordenadas de k y estda ajustado de tal manera que indica el
tiempo 7. ;Qué tan rapido marcara el tiempo este reloj, si se observa desde
el sistema en reposo?

Entre las cantidades x, ¢t y 7 que se refieren a la posiciéon de este reloj
tenemos, obviamente, las siguientes ecuaciones:

T= % (t - ‘;)21:) (30)

x =uvt. (31)

T:tm:t—<l— 1—(3)2>t, (32)

Por lo tanto



de donde se deduce que la indicacién del reloj (vista desde el sistema en
reposo) por cada segundo se retrasa (1 — (/1 — (v/V)? segundos, es decir,
%(v /V)? segundos, si nos olvidamos de las correcciones iguales o superiores
al cuarto orden.

De lo anterior se deriva la siguiente consecuencia particular. Si en los
puntos Ay B de K existen relojes sincronizados, que se encuentran en reposo
con respecto al sistema en reposo, y movemos el reloj de A con velocidad v
a lo largo de la linea que une A con B, al llegar al punto B los relojes ya no
estaran sincronizados, sino que el reloj desplazado de A hasta B mostrara,
con respecto al reloj que desde el principio se encontraba en B, un retraso
de %tv2 /V? segundos, donde ¢ es el tiempo que necesita el reloj para pasar
de A a B.

Inmediatamente se ve que este resultado también es valido cuando el
reloj se desplaza desde A hasta B a lo largo de una linea poligonal arbitraria,
incluso cuando los puntos A y B coinciden.

Si suponemos que el resultado demostrado para una linea poligonal es
valido también para una curva de curvatura continua, obtenemos la siguiente
conclusion: Si en A se encuentran dos relojes sincronizados y movemos uno
de ellos con velocidad constante a lo largo de una curva cerrada hasta regresar
al punto A, utilizando para ello un tiempo de t segundos, entonces al arribar
al punto A el reloj desplazado mostrard un retraso de %t(v /V)? segundos, con
respecto al reloj que ha permanecido inmoévil. De aqui concluimos que un
reloj de balance situado en el ecuador de la Tierra debe andar mas despacio,
por una cantidad muy pequena, que un reloj similar situado en uno de los
polos y sujeto a las mismas condiciones.

§ 5. Teorema de adicién de velocidades
Consideremos en el sistema k, que se mueve con velocidad v a lo largo

del eje X del sistema K, un punto en movimiento de acuerdo a las siguientes
ecuaclones:

5 = WeT,
= wnT,
¢ = 0,

donde we¢ y w,, son constantes.
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Se pretende describir el movimiento del punto con respecto al sistema
K. Si introducimos en las ecuaciones de movimiento del punto las magni-
tudes z, y, z, t mediante las ecuaciones de transformacién derivadas en § 3,
obtenemos:

o w5+v
— 1+%§7
2
B L (O
14 %5 o
z = 0.

Consecuentemente, en nuestra teoria la ley del paralelogramo para las veloci-
dades es valida unicamente a primer orden de aproximacién. Sea

dr\” dy 2
2 _ (4 29
o= (a) ()

2 2 2
we = w,g—i—w77

a = arctg% ; (33)

x
entonces, « se debe considerar como el angulo entre las velocidades v y w.
Un célculo sencillo genera

\/(v2 + w? + 20w cos ) — (%)2

1 + vw&gsa

U:

(34)

Es interesante anotar que v y w aparecen de forma simétrica en la expresion
para la velocidad resultante. Si w también tiene la direccién del eje X (eje

=), obtenemos
v 4w

1+ 3
De esta ecuacion se deriva que de la combinacion de dos velocidades, ambas
menores que V', siempre resulta una velocidad menor que V. En efecto, si
tomamos v =V —ky w =V — A, donde Kk y A son positivas y menores que
V', entonces:

U:

(35)

2V —k— A
U=V <V. 36
2V—/<;—/\+%)‘ (36)
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Ademas, se deriva que la velocidad de la luz V' no se puede alterar al combi-

narla con una “velocidad menor que la de la luz”. En este caso se obtiene

V+tw
1+ 3

U =V. (37)
Para el caso en que v y w tienen la misma direccion también hubiéramos
podido obtener la formula para U aplicando dos de las transformaciones de-
scritas en § 3. Si ademas de los sistemas K y k utilizados en § 3 introducimos
un tercer sistema de coordenadas &’ que se desplaza paralelamente al sistema
k y cuyo origen se mueve con velocidad w sobre el eje =, obtenemos ecua-
ciones que relacionan a x, y, z, t con las cantidades correspondientes en k'
y que se diferencian de las encontradas en § 3 solamente porque en lugar de

“v” aparece la magnitud
v+ w

1+ 5
De aqui se deduce que, como debe ser, dichas transformaciones paralelas
forman un grupo.
Hemos derivado las dos leyes necesarias de la cinemética que corresponden

a nuestros dos principios y ahora procederemos a mostrar su aplicaciéon en
electrodinamica.

(38)

IT1. Electrodinamica

§ 6. Transformacion de las ecuaciones de Maxwell-Hertz para el
espacio vacio. Sobre la naturaleza de la fuerza electromotriz que
aparece con el movimiento en un campo magnético.

Supongamos que las ecuaciones de Maxwell-Hertz para el espacio vacio
son validas en el sistema en reposo K de forma tal que:

19X N oM 19L 9y 0Z

Voot oy 0z Vot 0z oy’
19y 0L ON 10M 0z 0X
Vot 9z oz’ Vot odx 0z
107 _ OM 0L 10N 90X QY
Vo T o oy Vol oy ar

16



donde (X,Y, Z) representa el vector de la fuerza eléctrica y (L, M, N) el de
la fuerza magnética.

Si aplicamos a estas ecuaciones la transformacién desarrollada en § 3, re-
firiendo los efectos electromagnéticos al sistema de coordenadas que se mueve
con velocidad v, obtenemos las siguientes ecuaciones:

10X Cop(N-pY) 08 (M+32)
vV or - on B oC ’
108(Y - &N) ) 0B (N — &Y
Vv or T o¢ B o€ ’
108 (Z2+¢M)  08(M+¢Z) oL
v or - o€ o’
181 B aﬁ(y—gjv) 8B(Z+%M) »
vV or - ¢ B on ’ (39)
108 (M+32)  08(Z2+¢M)  ox
v or - O¢ - aC
186(]\7—%}/) ox 8ﬂ(Y—%N)
Vv or oy B o€ ’
donde
R — (40)

()
v

El principio de la relatividad exige ahora que las ecuaciones de Maxwell-
Hertz en el espacio vacio también se cumplan en el sistema k, si se cumplen
en el sistema K, es decir, que los vectores de la fuerza eléctrica y magnética
— (X", Y, Z")y (L', M’', N')— del sistema en movimiento k, que se definen
respectivamente mediante sus efectos ponderomotrices sobre la masa eléctrica
y magnética, satisfacen las siguientes ecuaciones:

19X’ 9N’ oM’ 19l 9y 97
vVor — op o Vor o on’
19Yy" 9L ON'  10M' 97 9X'
vor o o¢’ Vor o o’
192" oM’ oL 19N 98X’ 9y’
Vor o6 onp’ Vor oy o
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Evidentemente, los dos sistemas de ecuaciones derivados para el sistema
k deben representar lo mismo debido a que ambos sistemas de ecuaciones son
equivalentes a las ecuaciones de Maxwell-Hertz para el sistema K. Ademas,
puesto que las ecuaciones de ambos sistemas coinciden, con la excepcion de
los simbolos que representan los vectores, deducimos que las funciones que
aparecen en las posiciones correspondientes en las ecuaciones deben coincidir,
con la excepcién de un factor ¥(v) que es comun para todas las funciones
de uno de los sistemas y es independiente de &, 7, (, pero eventualmente
dependiente de v. Por lo tanto se cumplen las siguientes relaciones:

X' =YX, L' =)L,
Y = o) (Y _ ;N> R VY <M + ;Z) L@
7 = b(v)p (Z + ;M> LN =) (N - ;Y) .

Si calculamos el inverso de este sistema de ecuaciones, primero resolviendo
el sistema recién obtenido y, segundo, aplicando las ecuaciones a la trans-
formacién inversa (de k a K), caracterizada mediante la velocidad —v, y
consideramos que los dos sistemas de ecuaciones obtenidos de esta manera
deben ser idénticos, obtenemos:

p(v) - p(-v) =1. (42)
Ademas, por razones de simetria tenemos?
p(v) = p(-v); (43)
por lo que
p(v) =1, (44)

y nuestras ecuaciones toman la siguiente forma:

X = X, L'=1L,

Yy = (Y—“N) M = <M ”Z)
(v - o), s(m+22),

7 = (Z ”M) N = (N—”Y).
5(z+2m), s(N-1

4Por ejemplo, si X =Y =Z =L =M =0y N # 0, es claro por razones de simetria
que cuando v cambia su signo sin alterar su valor numérico, entonces Y’ también debe
cambiar su signo sin alterar su valor numérico.
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Para interpretar estas ecuaciones notemos lo siguiente: Supongamos que una
carga eléctrica puntual tiene el valor “uno” en el sistema en reposo K, es
decir, cuando se encuentra en reposo con respecto al sistema en reposo ejerce
una fuerza de una dina sobre una cantidad de electricidad igual que se en-
cuentra a una distancia de un cm. De acuerdo al principio de la relatividad,
esta carga eléctrica también tiene el valor “uno” en el sistema en movimiento.
Si esta cantidad de electricidad se encuentra en reposo con respecto al sistema
en reposo, de acuerdo a la definicién, el vector (X,Y, Z) es igual a la fuerza
que actia sobre ella. Sila cantidad de electricidad se encuentra en reposo con
respecto al sistema en movimiento (por lo menos en el momento relevante),
entonces la fuerza que actia sobre ella, medida en el sistema en movimiento,
es igual al vector (X', Y’ Z"). Consecuentemente, las primeras tres de las
ecuaciones presentadas arriba se pueden expresar mediante palabras de las
siguientes dos maneras:

1. Si una carga eléctrica, puntual y unitaria se mueve en un campo
electromagnético, ademas de la fuerza eléctrica sobre ella actia una “fuerza
electromotriz” que, si despreciamos los términos multiplicados por las po-
tencias de v/V de orden dos y superiores, es igual al producto vectorial de
la velocidad de la carga unitaria por la fuerza magnética, dividido por la
velocidad de la luz (modo de expresién antiguo).

2. Si una carga eléctrica, puntual y unitaria se mueve en un campo elec-
tromagnético, la fuerza que actia sobre ella es igual a la fuerza eléctrica
presente en la posicion de la carga, la cual se obtiene mediante una transfor-
macion del campo a un sistema de coordenadas en reposo con respecto a la
carga eléctrica (modo de expresién moderno).

La analogia es valida para “fuerzas magnetomotrices”. Vemos que en la
teoria desarrollada la fuerza electromotriz juega solamente el papel de con-
cepto auxiliar cuya introduccion se debe al hecho de que las fuerzas eléctricas
y magnéticas no existen independientemente del estado de movimiento del
sistema de coordenadas.

Ademas es claro que ahora deja de existir la asimetria mencionada en la
introduccion que aparecia cuando considerabamos corrientes producidas por
el movimiento relativo de un iman y un conductor. Adicionalmente, las cues-
tiones relaciones con el “sitio” de las fuerzas electrodinamicas electromotrices
(méquinas unipolares) no tienen ningun sentido.

§ 7. Teoria del principio de Doppler y de la aberracién
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Supongamos que muy lejos del origen de coordenadas del sistema K se
encuentra una fuente de ondas electrodinamicas, las cuales en la parte del
espacio que contiene el origen se representan con un grado suficiente de aprox-
imacién mediante las siguientes ecuaciones:

X = Xysind, L=Lysin®,

b
Y = Yysin®, M= Mysin®, @ZMG_M+£+%>'

Z = Zysin®, N = Nysin®

Las magnitudes (Xo, Yo, Zo) v (Lo, Mo, No) son los vectores que determinan
la amplitud de la onda y a, b, ¢, son los cosenos direccionales de las normales
de la onda.

Queremos investigar la constitucién de estas ondas cuando son exami-
nadas por un observador que se encuentra en reposo con respecto al sistema
en movimiento k. Aplicando las ecuaciones de transformacion para las fuerzas
eléctricas y magnéticas derivadas en § 6 y las ecuaciones de transformacion
para las coordenadas y el tiempo halladas en § 3, encontramos directamente
las siguientes relaciones

X' = Xosin® . [/ = Losin @ |
v . (Y .
Y = ( O_VN0> sin @’ M'zﬁ(Mo—l—vZO) sin @’
v (Y .
7 = (%+VM@ M:ﬁ@%—vn%m@,
/ b/ /
q),:w/(T_‘W) , (45)
donde hemos utilizado que
W =wp (1 — a;) , (46)
/ a— %
a = —,
1 — CLV
Vo= b
1) (1 — a%)



g
5(1—a§)'

De la ecuacién para w’ se deriva lo siguiente: Si con respecto a una
fuente de luz de frecuencia v, situada a una distancia infinita, un observador
se mueve con velocidad v de forma tal que la linea de conexion “fuente de luz
- observador” forma el angulo ¢ con la velocidad de un observador asociado
con un sistema de coordenadas que se encuentra en reposo con respecto a la
fuente de luz, la frecuencia v’ de la luz percibida por el observador estd dada
mediante la ecuacion:

Vo= (47)

Este es el principio de Doppler para velocidades arbitrarias. Para ¢ = 0 la
ecuaciéon toma la forma clara

(48)

Vemos que —a diferencia de la opinién comun— para v = —oo corresponde
vV = 00.

Si denominamos como ¢’ el dngulo entre la normal de la onda (direccién
del rayo) en el sistema en movimiento y la linea de conexién “fuente de luz
— observador”, la ecuacién para a’ toma la forma

v
;o oS~y
Cos @' =

. (49)
1 —{cosyp
Esta ecuacion representa la ley de la aberracion en su forma mas general. Si

v = m/2, la ecuacién toma la forma sencilla
v

cos’ = 7 (50)

Todavia debemos encontrar la amplitud de la onda tal como aparece en
el sistema en movimiento. Si denominamos como A y A" a la amplitud de la
fuerza eléctrica o magnética medida en el sistema en reposo y en movimiento,
respectivamente, obtenemos la ecuacion

_x

el vcos;of’
1= (%)
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que para ¢ = 0 se simplifica y toma la forma

1=y (52)

A% = A .
L+ &

De las ecuaciones desarrolladas se deriva que para un observador que
se aproxima con velocidad V' hacia una fuente de luz, dicha fuente deberia
mostrar una intensidad infinita.

8§ 8. Transformacion de la energia de rayos de luz. Teoria de
la presién de radiacién ejercida sobre un espejo perfecto.

Puesto que A?/87 es la energia de la luz por unidad de volumen, de
acuerdo al principio de la relatividad debemos considerar a A’ /81 como la
energfa de la luz en el sistema en movimiento. Por lo tanto A’*/A? serfa la
relacién entre la energia de cierto complejo de luz “medida en movimiento”
y la “medida en reposo”, si el volumen del complejo de luz medido en K
fuera el mismo que el medido en k. Sin embargo, este no es el caso. Si a, b, c
son los cosenos direccionales de la normal de la onda de luz en el sistema en
reposo, a través de los elementos de superficie de la esfera

(z —Vat)’ + (y — Vbt)* + (z — Vet)* = R? (53)

que se desplaza con la velocidad de la luz no pasa ninguna energia. Por
consiguiente, podemos decir que esta superficie encierra permanentemente
el mismo complejo de luz. Nos preguntamos cudl es la cantidad de energia
que encierra esta superficie desde el punto de vista del sistema k, es decir, la
energia del complejo de luz con respecto al sistema k.

Desde el punto de vista del sistema en movimiento la superficie esférica
es una superficie elipsoidal cuya ecuacién para el tiempo 7 =0 es

(96 —ape) + (n—bome) +(c—eoe) = (59

Si S es el volumen de la esfera y S’ el volumen del elipsoide, un calculo
sencillo muestra que
N2
g 1 (%)

S SRS (55)
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Entonces, si designamos a la energia encerrada por esta superficie como F,
cuando se mide en el sistema en reposo, y como F’, cuando se mide en el
sistema en movimiento, obtenemos la férmula

B g—:S’ _1—gecose

>
E A725 - . 2 ) (56)
o 1= ()
que para ¢ = 0 se simplifica y transforma en
E' 11—+
— = . 57
E 1+ ¢ (57)

Es notable que la energia y la frecuencia de un complejo de luz varian
con el estado de movimiento del observador de acuerdo a la misma ley.

Sea el plano de coordenadas & = 0 una superficie reflectora perfecta sobre
la cual se reflejan las ondas planas consideradas en el ultimo paragrafo. Nos
preguntamos cudl es la presion de la luz ejercida sobre la superficie reflectora,
y la direccion, frecuencia e intensidad de la luz después de la reflexién.

Supongamos que el rayo incidente esta definido mediante las magnitudes
A, cosy, v (con respecto al sistema K). Desde el punto de vista de k las
magnitudes correspondientes son:

A=A 4 (58)
1+ (&)
,  Ccosp—
CosSY = —————, (59)
1L —{cosyp
1—2
Y =y VEP (60)

Si relacionamos el proceso con el sistema k, para la luz reflejada obtenemos

A// — A/

cosp” = —cosy,
oo



Finalmente, aplicando la transformacion inversa para el sistema en reposo K
para la luz reflejada encontramos que

2
1— Zcosy” 1—2%cosg0+<%>
A" — A 1% = = 1 — 7 (61)
L+ (%) - (%)
v 2 v
cos " — cos” + (1 T (V) ) cosp — 2y (62)
T 1 LU e 2
1+ cos” 1—2%008@—1—(%)
mo__ //1_’_%(30890”_ 1_2%COS(’0+(%>2
vV=v = (63)

2 v 2
1-(¥) (1-¢)

La energia (medida en el sistema en reposo) que incide sobre el espejo por

unidad de drea y unidad de tiempo estd dada evidentemente por A?(V cos p—

v). La energia que sale del espejo por unidad de drea y unidad de tiempo es

A /8n(—=V cos ¢ 4+ v). De acuerdo al principio de la energia, la diferencia

entre estas dos expresiones corresponde al trabajo ejercido por la presion de

la luz en una unidad de tiempo. Si igualamos este trabajo al producto Puv,
donde P es la presién de la luz, obtenemos

A? (cos - E)Z
Pl )
m v
1= (%)
De acuerdo con el experimento y con los resultados de otras teorias, a primer
orden de aproximacion obtenemos

(64)

AQ
P = 2§ cos® . (65)

Todos los problemas sobre éptica de cuerpos en movimiento se pueden
resolver aplicando el método utilizado aqui. Lo importante es que la fuerza
eléctrica y magnética de la luz, la cual resulta influenciada por un cuerpo
en movimiento, se transforman a un sistema de coordenadas que se encuen-
tra en reposo con respecto al cuerpo. De esta manera cualquier problema
relacionado con 6ptica de cuerpos en movimiento se reduce a una serie de
problemas sobre éptica de cuerpos en reposo.
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8 9. Transformacion de las ecuaciones de Maxwell-Hertz
considerando las corrientes de conveccién.

Comenzamos con las ecuaciones

1{ ax} ON oM 10L 9V 0Z

dy 9z Vot 0z oy’
1 oY oL ON 1o0M 07 0X
yP =+ =

02 Oz’ V ot oxr 0z’

1 L92| _ oM _OL 10N o0X oY
v T e [ T oxr oy’ Vot oy oz’
donde oX oY 0Z
:%‘F%‘l‘g (66)

representa 4w veces la densidad eléctrica y (u,, w,, u,) es el vector de veloci-
dad de la carga eléctrica. Si nos imaginamos las cargas eléctricas acopladas
de forma invariable a pequenos cuerpos rigidos (iones, electrones), estas ecua-
ciones representan el fundamento electromagnético de la electrodinamica de
Lorentz y de la éptica de cuerpos en movimiento.

Si estas ecuaciones son validas en el sistema K y las transformamos al
sistema k con la ayuda de las ecuaciones de transformacién derivadas en § 3
y § 6, obtenemos las ecuaciones

1 (, ox’ ON' oM’ oL dY' oz
V{W” 67} T o o
[, oy oL’ ON' oM 07 X'
v{“”p+af}:a<_ag’ or ~ of  oC
1 { , 82’} oM’ oL ON' OX' oY’
7 ) WP + = - ) = - )
Vv o7 o6 on’ or oy ot
donde
Up —v
1 s ¢
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Uy . p,zﬁX’+0Y’+8Z’:6(1_vu$>p

I6; ( — 7%”) K o€ on ¢ V2

UZ

5(1-5)
Puesto que — como se deduce del teorema de adicién de velocidades (§ 5) — el
vector (ug, u,, u¢) no es nada mas que la velocidad de las cargas eléctricas
en el sistema k, de esta forma se demuestra que, en base a nuestros principios
cinematicos, el fundamento electrodinamico de la teoria de Lorentz para la
electrodinamica de cuerpos en movimiento esta de acuerdo con el principio
de la relatividad.

Ademas, quisiéramos anotar brevemente que de las ecuaciones desarrolla-
das se puede derivar con facilidad la siguiente ley importante: Si un cuerpo
cargado eléctricamente se mueve de forma arbitraria en el espacio sin al-
terar su carga, cuando se observa desde un sistema de coordenadas que se
desplaza junto con el cuerpo, entonces su carga también permanecera con-
stante cuando se observa desde el sistema en “reposo” K.

UC.

§ 10. Dindmica de un electrén (acelerado lentamente).

En un campo electromagnético se mueve una particula puntual (que lla-
maremos electrén) provista de una carga eléctrica £ y sobre su movimiento
suponemos lo siguiente:

Si el electron se encuentra en reposo en un momento dado, en los in-
stantes de tiempo subsiguientes el movimiento se desarrolla de acuerdo a las
ecuaciones

d*x

2T X
W c

d*y

bl AR Ve
Wi c

d*z

2 7
lu‘ dtz 8 )

donde z, y, z son las coordenadas del electrén y p es su masa, siempre y
cuando el movimiento sea lento.

En segundo lugar, supongamos que en cierto momento el electron posee
la velocidad v. Buscamos la ley de acuerdo a la cual se mueve el electron en
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los instantes de tiempo inmediatos.

Sin alterar la generalidad del andlisis podemos y queremos asumir que el
electrén, en los momentos en que lo observamos, se encuentra en el origen
de coordenadas y se mueve a lo largo del eje X del sistema K con velocidad
v. Entonces es claro que en un momento dado (¢ = 0) el electrén se en-
cuentra en reposo con respecto a un sistema de coordenadas que se desplaza
paralelamente a lo largo del eje X con velocidad v.

De la suposicién descrita arriba en relacion con el principio de la relativi-
dad es claro que desde el punto de vista del sistema k y para los momentos
de tiempo subsiguientes (valores pequenos de t) el movimiento del electrén
se describe mediante las ecuaciones

d2£

hg = X
d2

TZ = 5Y/
-

d2C

Hom = 2,

donde las magnitudes &, n, ¢, 7, X', Y’ Z' se refieren al sistema k. Si
ademsds fijamos que parat =x =y =2 =0debaser 7 =& =n=( =0,
entonces tienen validez las ecuaciones de transformacién de §§ 3 y 6 de forma
tal que obtenemos

T = ﬁ(t—waﬁ),

€ = Bla—ut), X=X,

— V=g (Y- N
¢ = =z, Z=6<Z+;M).

Con ayuda de estas ecuaciones transformamos las ecuaciones de movi-
miento del sistema k al sistema K y obtenemos como resultado

Pz e 1

@

oy _ el _ v
(A) dgz_pﬁy V)’

dz _ e v

@ =55 (Z2+3M)
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Asumiendo el punto de vista comin nos preguntamos cual es la masa
“longitudinal” y “transversal” del electrén en movimiento. Primero escribi-
mos las ecuaciones (A) en la forma

2
uﬁ2cflt§ = eX =X,
d? v
uﬁd—t‘qj — 4 (Y _ VN) — Y,
d2
,uﬁzd—; = &f (Z+ ;M) =eZ',

y luego notamos que €X', €Y', £Z’ son las componentes de la fuerza pon-
deromotriz que actia sobre el electrén, vistas desde un sistema que en ese
momento se mueve junto con el electrén a la misma velocidad. (Esta fuerza
se podria medir, por ejemplo, mediante una balanza de resorte que se en-
cuentre en reposo en este ultimo sistema.) Si ahora llamamos a esta fuerza
simplemente “la fuerza que actiia sobre el electrén” y mantenemos la ecuacién

masa X aceleracién = fuerza (67)

y, ademas, decidimos que las aceleraciones deben ser medidas en el sistema
en reposo K, de las ecuaciones mencionadas arriba obtenemos

masa longitudinal =

masa transversal =

Naturalmente, si se utilizaran otras definiciones para la fuerza y la ace-
leracion, encontrariamos otros valores para las masas. De aqui vemos que
se debe ser muy cuidadoso cuando se comparan diferentes teorias del movi-
miento del electron.

Notese que estos resultados sobre la masa también son validos para puntos
materiales ponderables, porque un punto material ponderable se puede con-
vertir en un electrén (en nuestro sentido), adiciondandole una carga eléctrica
tan pequena como se quiera.

Ahora determinaremos la energia cinética del electrén. Si un electrén se
mueve partiendo del reposo desde el origen de coordenadas del sistema K a lo
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largo del eje X bajo la accién de una fuerza electroestatica X, es claro que la
energia extraida del campo electroestatico tiene el valor de [eXdz. Puesto
que el electron se debe acelerar lentamente y, por lo tanto, no debe emanar
energia en forma de radiacion, la energia extraida del campo electroestatico
se debe igualar a la energia de movimiento W del electrén. Teniendo en
cuenta que durante todo el proceso de movimiento bajo consideracion se
puede aplicar la primera de las ecuaciones (A), obtenemos

v 1
W:/stm:u/ Bodv = pV? § ——— 1y . (68)
0

- (¢)
v
Para v = V' la energia W crece infinitamente. Como en nuestros resultados
anteriores, velocidades superiores a la de la luz no tienen ninguna posibilidad
de existencia.

En virtud del argumento mencionado arriba, esta expresién para la en-
ergia cinética también debe ser valida para masas ponderables.

Ahora enumeraremos las propiedades del movimiento del electrén que se
derivan del sistema de ecuaciones (A) y que podrian ser sometidas a experi-
mentos:

1. De la segunda ecuacién del sistema (A) se deduce que una fuerza
eléctrica Y y una fuerza magnética N actian con la misma intensidad de
deflexién sobre un electron que se mueve con velocidad v, cuando se cumple
que Y = Nv/V. Entonces vemos que de acuerdo a nuestra teoria es posible
determinar la velocidad del electréon a partir de la relacién entre la deflexién
magnética A, y la deflexién eléctrica A., utilizando la ley

A, v
AV (69)
Esta relacién puede ser probada en el experimento porque la velocidad
del electron también se puede medir directamente, por ejemplo, mediante
campos eléctricos y magnéticos que oscilan rdpidamente.
2. De la derivacion de la energia cinética para el electrén se deduce
que entre la diferencia continua de potencial y la velocidad adquirida por el

electron v debe existir una relacion de la forma

P=[Xde=Pv2] 1} (70)
/ v € 1_(%)2
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3. Calculemos el radio de curvatura R de la trayectoria cuando existe
(como tnica fuerza de deflexién) una fuerza magnética N que actia de forma
perpendicular a la velocidad del electron. De la segunda de las ecuaciones
(A) obtenemos

>y  v? ew v\ 2
BV _ UVt N1 (2 71
dt? = R uV (V) (71)
0 ) .
R=Vv2E v — (72)
€ \2 N
1= ()

Estas tres relaciones representan una expresién completa para las leyes
que debe cumplir el movimiento de un electrén, de acuerdo a la teoria pre-
sentada aqui.

Finalmente quisiera anotar que durante el trabajo realizado para analizar
los problemas aqui presentados he contado con la fiel asistencia de mi amigo
y colega M. Besso a quien agradezco por algunas sugerencias valiosas.

Berna, junio de 1905.

(Recibido el 30 de junio de 1905.)
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