
Físia II. ONDAS
1. Noión de onda.Las ondas nos rodean, están por todas partes. Si hablas y alguien esuha es por la transmisiónde ondas de sonido, si esuhas la radio o ves la tele es graias a la transisión de ondaseletromagnétias, los terremotos también se propagan omo ondas sísmias y et, et...Para entender el onepto de onda es útil pensar en las ondas meánias. Las ondas de sonidoy las sísmias son ejemplos de ondas meánias, en ontraposiión a las ondas eletromagné-tias. Las ondas meánias son movimientos oletivos de un sistema ompuesto por muhoselementos onetados entre sí. En onepto de elemento del sistema es amplio. Por ejem-plo, si ponemos muhos muelles onetados unos on otros, ada muelle será un elemento. Siperturbamos un muelle, su movimento se transmite al resto formando una onda. En el aso deun �uido (el aire, el agua), los elementos pueden verse omo pequeños subvolúmenes del �uido.Lo importante es que exista un medio a través del ual pueda transmitirse el movimiento, o laperturbaión iniial que genera la onda. Asi pues una onda neesita:Una perturbaión iniial sobre el sistema.Un medio de transmisión entre los elementos que omponen el sistema.1.1. Ondas transversales y longitudinalesUna onda es el movimento resultante del onjunto de movimientos individuales de todos los ele-mentos del sistema, aoplados entre sí. Por ejemplo si agitamos vertialmente un trozo de uerdaatada por un extremo, el movimiento del primer troito de uerda será vertial y se omuniará alsegundo troito, que está siguiendo la direión horizontal de la uerda. Así suesivamente. Estees un ejemplo de onda transversal porque mientras el movimiento de los elementos del sistemaes vertial, la onda se omunia en direión horizontal. Es deir, la direión de perturbaiónde ada elemento es transversal a la de propagaión de la onda.En el aso del sonido las osas son distintas. Cuando damos una palmada al aire moviendo lasmanos en direión horizontal (por ejemplo), estamos omprimiendo un troito de aire. Al moverlas manos juntamos las moléulas de aire lo que da lugar a un aumento de presión del aire, es deiruna ompresión. El aire responde on fuerzas que tienden a �separar� las moleulas exesivamentejuntas entre las manos. Al separarse las moleulas generan una nueva ompresión a dereha eizquierda y la onda de sonido omienza a propagarse . En este aso, tanto las moléulas omo laonda se mueven en la misma direión: se trata de una onda longitudinal. La onda de sonidose ilustra en la �gura 1. 1
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x=0 x=17 cmFigura 1: Onda longitudinal. Esquema de la propagaión de una onda de sonido formada porun repentino aumento de presión iniial (t = 0) en x=0. Las urvas indian la densidad en funiónde la posiión x y las �ehas indian el movimiento de las moléulas del gas por donde se propagala onda. Los tiempos se indian on respeto al periodo de la onda, T .1.2. Funión de ondaImaginemos un sur�sta sobre una ola que viaja frente a la orilla. Durante un tiempo (antes deque la ola se disperse y desapareza) el sur�sta ve siempre la misma ola, quieta, bajo sus pies.Sin embargo desde la playa vemos omo el sur�sta se mueve, sobre la ola. Este símil india queel pulso de una onda se propaga inmutable en el espaio a una ierta veloidad. En realidad, lasondas terminan por dispersarse, re�etarse o refratarse, pero por ahora onsideramos una ondaideal que no se deforma.Imaginemos que la altura de la ola viene dada por funión espaio-temporal y(x, t) que desribea la onda. Nos die ual es la altura de la ola (y) para ada posiión horizontal x y ada tiempo
t. En la �gura (2) se ilustra a este sur�sta viajando �jo en la resta de una onda (ola) haiala dereha a una veloidad c. Esta veloidad, propia de la onda, se denomina veloidad depropagaión de la onda, o también veloidad de fase. En la �gura 2 se muestra una ondaque se mueve haia la dereha on veloidad de fase c, omo se explia en el pie de página sufunión de onda uple que

y(x, t) = y(x− ct, 0).Paree que si esto es asi, nos sobra una variable pues, en realidad, todo depende del grupo x−ct,que determina la oordenada �propia� de la onda. De�nimos por tanto la funión de la ondaviajera haia la dereha omo, 2
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Figura 2: En el instante iniial t = 0, un sur�sta que viaja sobre una ola a veloidad c, está a unaierta distania del observador de la playa situado en la posiión x. El sur�sta va sobre una olaque no se deforma, a una altura y sobre el horizonte. Pasado un tiempo t, el sur�sta pasa por laposiión del observador en x: ha reorrido una distania ct, asi pues su posiión a tiempo ero era
x− ct. Como la ola no se ha deformado, su altura y tampoo y por tanto y(x− ct, 0) = y(x, t).

y→(x, t) = f(x− ct) onda hacia→Fijaos que si la onda viajase haia la izquierda, su funión dependería de x + ct.
y←(x, t) = f(x + ct) onda hacia ←Veamos otra forma de ver que el grupo s = x + ct es el que ontrola la funión de onda f(s).Supongamos que en el tiempo iniial t0 = 0 la onda tiene un máximo en xmáx = x0. Entones

smáx = x0 + ct0 = x0. Si la onda viaja a la dereha, la posiión del máximo a tiempo t será
xmáx = x0 + ct. Por tanto xmáx− ct = x0 = smáx es siempre onstante. El mismo argumento valepara ualquier posiión de la onda, y por ello la altura de la onda es onstante en s = x − ct(onda viajera haia la izquierda) o bien en s = x− ct (si la onda va haia la dereha).
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1.3. Euaión de ondasYa sabemos omo depende una onda del espaio y el tiempo; sea ual sea su forma, será unafunión del grupo s = x± ct. Es deir f(s) = f(x± ct)Vamos a busar una euaión que desriba la dinámia de una onda. Para ello busquemos primerola aerelaión de la onda, es deir su segunda derivada en el tiempo. Usaremos la élebre reglade la adena de las derivadas de una funión dentro de otra funión. La primera derivada on eltiempo es,
∂y

∂t
=

df(s)

ds

ds

dt
= (±c)

df(s)

dsy, del mismo modo, la segunda derivada es,
∂2y

∂t2
=

d2f(s)

ds2

ds

dt
= c2 d2f(s)

ds2Derivemos ahora igualmente en el espaio x. Dado que dado que ds/dx = 1, se obtiene,
∂2y

∂x2
=

d2f(s)

ds2
=

d2f(s)

ds2Por tanto hemos obtenido
∂2y

∂t2
= c2 ∂2y

∂x2Esta es la famosa euaión de las ondas lineales, válida para ualquier tipo de onda (inreible),siempre que la amplitud de la onda (es deir el valor máximo de y) no sea demasiado alto.1.4. Longitud de onda y freuenia de una onda.Para ilustrar el onepto de longitud de onda y freuenia vamos a introduir un tipo de ondaideal: la onda sinusoidal.
y(x, t) = A sen

[

[(x− ct)
2π

λ

] (1)En la euaión (1), el parámetro λ se denomina longitud de onda. Vamos a ver que λ determinala distania entre restas (máximos) onseutivas de la onda, o entre los valles onseutivos(mínimos).En efeto, dado que para ualquier n entero, en s = π/2 + 2πn hay un máximo de la funiónseno, entones ada una de las restas de la onda sinusoidal estará en,
(xn − ct)

2π

λ
=

π

2
+ 2πn con n = 0,±1,±2...es deir los máximos de la onda están situados en,4



xn =
λ

4
+ λn + ct (2)Fijaos que ada máximo de la onda se enuentra a una distania λ/4 de un ero y �viaja� (en esteejemplo a la dereha) on veloidad c. En el tren de onda, la distania entre máximos onseutivoses siempre la misma:

xn+1 − xn = λEs deir, la longitud de onda.¾ Cuánto tarda una resta de la onda en reorrer su longitud de onda λ ? Para saberlo bastamirar la euaión (2). La respuesta es senilla. Esojamos por ejemplo el máximo para n = 0; atiempo t = 0 este máximo estará en x0 = λ/4. Queremos saber uál es el tiempo t = T para elual x0 = λ/4 + λ. Usando la euaión (2) se obiene que,
T =

λ

c
(3)Éste tiempo es el periodo de la onda (en segundos). La freuenia de la onda (en Herztios) vienedada por f = 1/T ,

f =
c

λ
(4)Usando la relaión (3) podemos reordenar la onda sinusoidal desrita en (1) omo

y(x, t) = A sen

[

2π

(

x

λ
−

t

T

)] (5)La relaión (5) pone muho más laro la naturaleza de la onda: on una periodiidad doble, en eltiempo y el espaio. Para ada punto �jo x, la onda desribe un movimiento armónio simple onperiódio T . Mientras que si ongelamos la onda en un instante de tiempo t, lo que vemos es quela onda tiene una periodiidad espaial, un patrón que se repite ada longitud de onda, λ. Así λpodría llamarse el �periodo espaial� de la onda, mientras que T es su �periodo temporal�. Porotra parte, reordemos que la freuenia angular (radianes/segundo) es ω = 2π/T . Del mismomodo podemos introduir una �freuenia espaial�, que se suele denominar número de onda,
k = 2π/λ (6)El valor de k nos informa del �número de ondas� que hay por unidad de longitud. Asi, k bajoorresponde a ondas largas y k alto a ondas ortas.Una expresión general de una onda sinusoidal es,

y(x, t) = A sen (kx− ωt + φ) (7)Donde φ es el desfase de la onda, que establee y(0, 0); en tiempo t = 0 y posiión x = 0.5



2. La veloidad de la onda: dependenia on el medio.Como dijimos al prinipio, la veloiad de propagaión de las ondas c depende úniamente delmedio. Vamos a intentar entender omo depende la veloidad de propagaión de la onda on eltipo de medio.Una onda se genera porque en un medio, iniialmente en equilibrio, añadimos una �perturbaión�.En respuesta a esta perturbaión iniial el medio responde on una fuerza de reaión, orespuesta, que depende de omo sea el medio de �sueptible�. Por ejemplo, la respuesta de unmuelle blando será más lenta que la de un muelle duro. En onreto, dado dos medios queperturbamos on la misma perturbaión iniial: la veloidad de propagaión de la onda en elmedio 1, será mayor si su respuesta es mayor que la del medio 2.2.1. Ondas en uerdasLas ondas en uerdas son transversales puesto que ada punto de la uerda osila en la direiónperpendiular a la veloidad de propagaión de la onda. Ya sabemos que en las uerdas las fuerzasse propagan omo la tensión de la uerda, T . Por otra parte la perturbaión de una uerda onsisteen mover parte de la misma, lo ual requiere mover una ierta masa por unidad de longidud, µ.2.2. Ondas de sonidoEl sonido surge de la transmisión de ondas de presión: ompresión y rarefaión (véase la �gura1). Ante una perturbaión en la forma de un aumento �loal� de presión en un punto del �uido
∆P se genera un aumento de densidad ∆ρ on respeto a su densidad en equilibrio. Comose ilustra en la �gura 1, las fuerzas de presión mueven las moléulas de manera osilatoria,en la misma direión que la onda de sonido (es una onda longitudinal). El sonido es tanrápido que la onda viaja por el medio sin perder el exeso de alor que genera; viaja por tantoadiabatiamente. La veloidad del sonido depende de la relaión entre la variaión de presión ydensidad, a alor (entropía) onstante. Esta relaión solamente depende la euaión de estadodel �uido (gas o líquido), que determina la relaión entre la presión y la densidad P = P (ρ) paraada temperatura.3. Potenia de una ondaPara ilustrar la potenia que transmite una onda, onsideremos el ejemplo de una uerda. Tene-mos una uerda de L = 1 metro, es deir 100 m y que pesa m = 50 gramos. Consideremos elmovimiento de un troito de uerda de δx = 1 m. El peso de este troito de uerda es

∆m =
m

L
δx =

50gr

100cm
× 1 gr = 0,5 gr.La masa del troito de uerda es igual a la densidad �lineal� µ = m/L multipliada por la6



extensión del troito δx. Es deir
dm = µdx (8)La posiión del trozito de uerda en el eje y es la funión de la onda y(x, t), y su veloidad es

v = (∂y/∂t)x. Asi pues, la energía inétia de este troito de uerda moviéndose debido a la ondaes
dEc =

1

2
dm v2 =

1

2
dm

(

∂y

∂t

)2Usando la relaión (8) y la soluión de la euaión de ondas (7) se tiene que,
dEc =

1

2
µω2A2 cos2(kx + ωt) dx (9)La energía osila por tanto en el espaio y en el tiempo, on la onda. Vamos a ver uánta energíahay almaenada en una longitud de onda. Para ello tomamos una �instantanea� de la onda, porejemplo a t = 0. Promediamos la euaión (9) a lo largo de una longitud de onda (desde x = 0hasta x = λ) y tras un pequeño álulo (lo dejo omo ejerio) resulta,

Ec(λ) =
1

λ

∫

λ

0

dEc(x) =
1

4
µω2A2λ (10)Donde Ec(λ) es la energía inétia ontenida en una longitud de onda. Es posible demostrarque la energía potenial ontenida en una longitud de onda es la misma que la energía inétia

U(λ) = Ec(λ). La energía total E(λ) = U(λ) + Ec(λ), es por tanto
E(λ) =

1

2
µω2A2λ (11)Como lo que tarda la onda en propagarse una longitud λ es preisamente el periodo de osilaiónde ualquier punto de la uerda, entones (11) es preisamente la energía pasa por nuestro troitode uerda durante un periodo de osilaión T = λ/c (donde c es la veloidad de propagaión dela onda). Por tanto, la potenia de la onda es

P =
E(λ)

T
=

1

2
µω2A2c (12)4. Superposiión de ondasEn un mismo medio pueden existir muhas ondas, propagándose al mismo tiempo en distintasdireiones. Para omprobarlo basta tirar una piedra en un estanque, y dos, tres, uatro, et... yver lo que ourre. Si no supiésemos que existen las ondas el resultado del bombardeo de piedrassobre el movimiento del estanque nos pareería ompliadísimo. El movimiento de ualquier puntodel estanque pareería aótio y sin sentido. Sin embargo, es muy simple: el movimiento de adapunto del estanque surge de la suma de ada onda que generamos. Es deir de la superposiiónde ondas. Esta es la idea que subyae en el prinipio de superposiión. En resumen, si en un7



medio tenemos dos ondas y1(x, t) e y2(x, t) al mismo tiempo el movimiento total vendrá desritopor
y(x, t) = y1(x, t) + y2(x, t)En general, si tenemos n ondas la resultante sera la suma de todas ellas

y(x, t) =
n

∑

i=1

yi(x, t) (13)Visto así paree un resultado �de ajón�, sin embargo, el humano tardó bastante tiempo en darseuenta de este resultado tan elegante, pues los efetos de superposiión de ondas generan extrañosfenómenos, nada intuitivos a primera vista: algo mágios.Veamos algunos de ellos.4.1. InterfereniaLa interferenia se produe entre dos ondas que tienen la misma freuenia, pero un ierto desfase
δ; es deir

y1 = A sen(kx + ωt) ; y2 = A sen(kx + ωt + δ)El resultado de la suma de ambas es urioso. Usando una de las propiedades de las funionestrigonométrias (busa esto en http://google.om)
sen a + sen b = 2cos

(

a− b

2

)

sen

(

a + b

2

) (14)se llega a (haer omo ejerio),
y = y1 + y2 =

(

2A cos
δ

2

)

sen

(

kx + ωt +
δ

2

) (15)Curioso, porque �jaos que la onda resultante es otra onda similar, pero su amplitud total es
Atot = 2A cos

(

δ

2

)

.Por tanto si
cos(δ/2) = ±1, es deir δ = {0, 2π, 4π, ...} entones Atot = 2A. Las dos ondas tienen unainterferenia onstrutiva
cos(δ/2) = ±0, es deir δ = {π, 3π, ...} entones Atot = 0, la onda desaparee!. Esto es unainterferenia destrutiva.Este es el origen de los famosos patrones de interferenia de ualquier onda, entre ellas las de laluz. 8



4.2. Ondas estaionariasSi antes vimos el efeto de la fase, veamos ahora el de la direión de propagaión. Como estamostrabajando en una sola dimensión, esto se redue al sentido de propagaión de dos ondas. Ahoratenemos dos ondas viajeras que viajan en la misma direión y sentidos opuestos.
y1 = A sen(kx− ωt)

y2 = A sen(kx + ωt)Usando que
sen(a± b) = sen a cos b± cos a sen bNos queda que,

y(x, t) = (2A sen kx) cos(ωt) (16)No paree gran osa, pero veamos la posiión del máximo de la onda, es deir su resta, xmáx. Sielegimos kxmáx = π/2, 3π/2, ... resulta la onda y se hae máxima. Pero esto pasa para ualquiervalor del tiempo!. Por tanto la onda �aparentemente� no se mueve. Sus restas siempre están enel mismo sitio, y sus valles (mínimos) y sus nodos (donde y = 0). Por eso este tipo de onda sedenomina estaionaria.4.3. Ondas on�nadas, ondiiones de ontorno, armónios.Podemos generar ondas estaionarias (y de heho las generamos) en ualquier instrumento mu-sial aústio. ¾Cuál es la razón? Veamos una guitarra. Se trata de varias uerdas de longitud Latadas por sus dos extremos. Físiamente esto quiere deir que la uerda no se mueve nuna enlos extremos x = 0 y x = L. Matemátiamente,
y(0, t) = 0 y y(L, t) = 0 (17)Esto implia que una onda que perturbemos va a re�ejarse en los extremos �jos y va a sumarsea su imagen re�ejada, que viaja en sentido opuesto. Ya tenemos las dos ondas viajeras igualesviajando en sentidos opuestos que dan una onda estaionaria.Si sustituimos las denominadas ondiiones de ontorno (17) en (16) obtenemos que únia-mente algunas longitudes de onda λ = 2π/k son aeptadas por la uerda.Si la veloidad de propagaión de la onda es c =

√

T /µ, entones las freuenias posibles de lasondas en la uerda de guitarra pueden ser
fn =

n

2L

√

T

µ
siendo n = 1, 2, ... (18)Estos son las freuenias de los denominados armónios. La existenia de armónios es generalen instrumentos musiales, pero también en otros ampos, omo los �uidos, la meánia uantia,9



et... En general en todo fenómeno físio ompuesto por ondas dentro de �avidades� que imponenondiiones de ontorno.4.4. Ondas de freuenia erana: batidos
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Figura 3: Dos ondas de freuenias muy similares se superponen, el resultado (�gura de abajo)es un tren de ondas on una modulaión de baja freuenia que se onoe omo batidosOtra parte muy importante de los fenómenos de ondas ourre uando se superponen dos ondasde freuenias distintas, pero muy eranas entre sí. Por ejemplo, las ondas
y1 = A cos(kx− ω1t) y y2 = A cos(kx− ω2t)donde las freuenias son ω2 = ω1+∆ω y ∆ω es muho más pequeño que la media ω̄ = (ω1+ω2)/2.El resultado de la superposiión de y1 e y2 es,

y = 2A cos

[

ω1 − ω2

2
t

]

cos

[

ω1 + ω2

2
t

]O bien,
y = 2A cos (∆ωt) cos (ω̄t)Es deir, el resultado es una onda de freuenia �rápida� (ω̄ ≃ ω1) multipliada por otra onda defreuenia muy pequeña ∆ω. Esto se llama modulaión de ondas y el resultado puede verse enla �gura 3 10



uestiones -4-4.1 Cual es la freuenia en Hz de la onda de la �gura 1, sabiendo que se está propagando en aire atemperatura ambiente.4.2 A partir de argumentos dimensionales y sabiendo que la veloidad de la onda en una uerda dependede su tensión T y su masa por unidad de longitud µ, estimar la veloidad de propagaión de lasondas en uerdas.4.3 Usando argumentos dimensionales establer omo depende la veloidad del sonido on el salto depresión ∆P y densidad ∆ρ que genera la onda en el medio.4.4 Dos ondas sonoras iguales de freuenia 440 Hz, salen de dos altavoes situados en x = 0 y x = d,propagándose en direión �x�. La distania entre los altavoes es d y el oyente está situado en elmismo eje, muho más allá, en x = 10 d. ¾ Cúal debe ser esta distania d para que un oyente nooiga nada de nada? Curiosamente, la interferenia de ondas sonoras se usa para eliminar �ruidos� demáquinas en algunos sitios de trabajo.4.5 Demostrar que las únias ondas posibles en una uerda on dos extremos �jos, tienen alguna de estaslongitudes de onda,
λn =

2L

n
siendo n = 1, 2, . . . (19)4.6 Dibuja las ondas asoiadas a los armónios n = 1, n = 2 y n = 3. La freuenia que se obtienepara n = 1 se denomina freuenia �fundamental� de la uerda, mientras que n > 1 se denominanarmónios.4.7 En los larinetes, las �autas, los órganos de iglesia, también existen ondas on�nadas que suenanmusialmente. Los armónios sin embargo son distintos a los de la guitarra o el piano (uerdas atadaspor dos extremos). Esto es así porque las ondas de sonido en tubos abiertos por un extremo umplenlas siguientes ondiiones de ontorno

∂y(0, t)

∂x
= 0 extremo abierto, y(L, t) = 0 extremo cerradoUsando y = A cos(kx) cos(ωt) enontrar la fórmula para las n freuenias de los armónios de untubo de longitud L. La veloidad del sonido en el aire es c ≃ 340km/h. ¾ Cual es la freueniafundamental para un tubo de longitud L = 1m? ¾Qué longitud tiene el tubo del órgano que omonota fundamental da la nota �La�, siendo fLa = 440Hz?4.8 Calula la superposiión de dos ondas on freuenia y número de onda muy eranos (en onreto,on freuenias ω1 y ω2 = ω1 + ∆ω y números de onda k1 y k2 = k1 + ∆k). Pon la resultante enfunión de los valores medios ω̄ y k̄ y las desviaiones ∆ω y ∆k.4.9 Razona el anterior resultado. ¾Cuántas ondas apareen en la soluión? ¾Cuáles son sus veloidadesde onda? ¾A qué veloidad se propagará el grupo de ondas, similar al de la grá�a de abajo de la�gura 3 ?
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