
Físi
a II. os
ila
iones
1. No
ión de os
ila
ión.Una posi
ión de equilibrio es 
ualquier posi
ión del sistema donde las suma de las fuerzas quea
tuan sobre el sistema es ZERO.Si perturbamos un sistema y lo desplazamos de una posi
ión de equilibrio estable el sistemavuelve a su posi
ión de equilibrio.2. Movimiento armóni
o simple (MAS)Un movimiento armóni
o es un movimiento os
ilatorio 
ara
terizado por una úni
a fre
uen
ia de os
ila-
ión. Un ejemplo 
ara
terísti
o de movimiento armóni
o simple es el movimento de un muelle.La dinámi
a de un muelle viene dada por la fuerza re
uperadora. Esta es una fuerza en dire

iónopuesta al desplazamiento del 
uerpo respe
to a su posi
ión de equilibrio.Por ejemplo, 
onsideremos un muelle para el 
ual su posi
ión de equilibrio está en xeq . Evidentemente,
(x − xeq) es el desplazamiento respe
to de la posi
ión de equilibrio. La fuerza re
uperadora espor tanto,

Fx = −k (x − xeq) (1)Esta es la famosa Ley de Hooke, siendo k la 
onstante del muelleA menudo eligiremos un sistema de referen
ia para el 
ual la posi
ión de equilibrio sea xeq = 0, de modoque
Fx = −k x (2)Por otra parte, sabemos que la a
elera
ión a y la fuerza están rela
ionadas por la Primera Ley deNewton,
Fx = m a,donde m es la masa del objeto atado al muelle. La a
elera
ión a es igual a la segunda derivada de laposi
ión respe
to al tiempo,

a =
d2x

dt2
≡ ẍAsi pues, la e
ua
ión del movimiento de un muelle es

ẍ = −
k

m
x (3)La solu
ión general de la Eq. (3) es (
ompruébalo sustituyendo)

x(t) = A cos(ωt + δ) (4)1



Distingamos algunas propiedades de la solu
ion Eq. (4)Fre
uen
ia angular ω. En un movimiento armóni
o simple el sistema vuelve a la misma posi
ión
ada intervalo �jo de tiempo, es de
ir
x(t) = x(t + T )siendo T el periodo de os
ila
ión (medido en segundos). La fre
uen
ia es el ritmo de repeti
ión,es de
ir, el inverso del periodo f = 1/T (medida en Herzios, 1 Herzt = 1/seg; una vez por segundo).Usando la propiedad de la fun
ión trigonométri
a, cos(z) = cos(z + 2π) y a partir de la Eq. (4) seobtiene que

x(t + T ) = cos(ω(t + T ) + δ) = cos(ωt + δ + 2π)Por tanto ωT = 2π, o lo que es lo mismo
ω =

2π

T
= 2πfEs de
ir ω es propor
ional a la fre
uen
ia en Herzios; se denomina fre
uen
ia angular, y estámedida en radianes/segundo. (volveremos sobre esto, mas adelante)Amplitud, A. Como toda fun
ión trigonométri
a, el 
oseno está 
omprendido entre −1 y 1, asipues, la amplitud máxima del desplazamiento es A.Fase. La fase es el argumento de la fun
ión trigonométri
a, por ejemplo en la Eq.(4) la fase es ωt+δConstante de fase, δ . Esta 
onstante simplemente determina 
uánto vale el desplazamiento atiempo zero. En efe
to, para t = 0, se tiene

x(0) = A cos(δ)Dado que cos(z) = sin(z + π/2), la solu
ión (4) puede tambien expresarse en fun
ión del seno,
sin(ωt + δ + π/2). Es de
ir, lo importante es que se trata de una fun
ión trigonométi
a (seno o
oseno)2.1. Sistemas en fase o en desfaseSean dos MAS 
on la misma fre
uen
ia, pero distinta fase: x1(t) = A1 cos(ωt+δ1) y x2(t) = A2 cos(ωt+δ2).Diremos que están en fase si δ1 = δ2 + 2π (en general si δ1 = δ2 + 2πn siendo n un número entero) y endesfase si esto no o
urre. En parti
ular, estarán en oposi
ión de fase si δ1 = δ2 + π y en desfase de90o si δ1 = δ2 + π/2.3. Energía del movimiento armóni
o simpleLa energía total E de un sistema puede des
omponerse en dos partes: energía 
inéti
a Ec (aso
iada almovimiento) y la energía poten
ial U (aso
iada a la posibilidad de movimiento). Es de
ir,

E = Ec + U2



La energía 
inéti
a es propor
ional al 
uadrado de la velo
idad v = ẋ,
Ec =

1

2
mv2Mientras que la energía poten
ial se de�ne en fun
ión del 
ampo de fuerza que a
tua sobre el 
uerpo.En 
on
reto, la fuerza sobre el 
uerpo es propor
ional a la derivada de U respe
to al desplazamiento, en
ada punto

F (x) = −
dU

dx
(5)En la �gura 1 se ha representado esquemáti
amente un per�l de energía poten
ial U(x) frente a la posi
ión

x. Para entender intuitivamente la rela
ión (5) podemos usar la analogía de una pelota 
ayendo en unpozo (véase la �gura). En este 
aso, la energía poten
ial U(x) sería propor
ional a la altura de la pelota(U = mgh). La fuerza que sufre la pelota en 
ada punto es igual a la pendiente en ese punto, pero 
onsigno opuesto: F = − dU
dx

. En el fondo del pozo x = x0, la pendiente es 
ero dU(x0)
dx

= 0 y por tanto fuerzaes nula. Cer
a del fondo del pozo x ≃ x0 la energía poten
ia puede aproximarse 
on una parábola,
U(x) = U(x0) +

1

2

d2U(x0)

dx2
(x − x0)

2y usando (5) la fuerza 
er
a del fondo del pozo resulta ser, F (x) = −k(x − x0), siendo k

k =
d2U(x0)

dx2
.

x=x0

U(x)

posicion

e
n
e
rg

ia
 p

o
te

n
ci

a
l

U(x0) + A (x-x0)
2

F(x)=-
dU(x)

dxFigura 1: Representa
ión grá�
a de la energía poten
ial U(x). Para ilustrar la rela
ión entre fuerza F yenergía poten
ial U(x), véase la e
ua
ión (5).Si lo que 
ono
emos es la fuerza F (x) y queremos 
al
ular el poten
ial U(x), tenemos que integrar lafuerza F (x) a partir de la e
ua
ión (5). Pero, al integrar solo podemos obtener diferen
ias de energíapoten
ial entre dos puntos x1 y x2. A partir de (5),
U(x2) − U(x1) = −

∫ x2

x1

F (x)dx (6)Usando la expresión para la fuerza re
uperadora Eq. (1) en (6) se obtiene,
U(x) − U(xeq) =

1

2
k(x − xeq)

2 (7)Esto siempre o
urre en físi
a: solamente podemos 
ono
er realmente las diferen
ias de energía poten
ial3



entre dos puntos. Normalmente se usa el 
onvenio de elegir x1 = x (libre) y x2 = xeq, la posi
ion deequilibrio. Además, siempre que sea posible y por 
omodidad se suele elegir xeq = 0 y U(xeq) = 0. Deeste modo,
U(x) =

1

2
kx2 (8)
uestiones. -1-1.1 ¾Qué unidades tiene la 
onstante de re
upera
ión de un muelle k ? Expresa las unidades de k enfun
ión de la unidad de longitud ℓ, masa m y tiempo t (por ejemplo, para una velo
idad la respuestasería ℓ/t).1.2 A partir de la solu
ión del MAS (e
ua
ión (4), 
al
ular el desfase entre x y su velo
idad ẋ y entre xy su a
elera
ión ẍ1.3 Una vez 
al
ulada la a
elera
ión del MAS en la Eq. (4), 
ompara lo que obtienes 
on la e
ua
ióndinámi
a Eq. (3). A partir de ahí, rela
iona la fre
uen
ia angular ω 
on la 
onstante de re
upera
ión

k y la masa del 
uerpo m.1.4 Cal
ula la fre
uen
ia de os
ila
ión del MAS, usando argumentos dimensionales (pista: sabes que lafre
uen
ia ω debe de depender de una úni
a 
ombina
ión de k y m que tenga unidades de inverso detiempo.)1.5 Sabes que un muelle se desplaza ini
ialmente una distan
ia x0 de su posi
ión de equilibrio y queademás le empujas 
on una velo
idad ini
ial v0. Cal
ula su amplitud A y su fase δ de movimiento.1.6 ¾Crees que la fre
uen
ia de un muelle depende de su amplitud de movimiento?1.7 Comprobar que
x(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt)es también solu
ión de la e
ua
ión (3), siempre que ω =

√

k/m.1.8 Expresar a y b en la rela
ión anterior, en fun
ión de la fase δ y la amplitud A de la solu
ión expresada
omo x(t) = A cos(ωt + δ).1.9 (a) Comprobar que exp(iωt), donde i es el número 
omplejo i =
√
−1 (i2 = −1), es también solu
iónde la e
ua
ión (3) del MAS. (b) Cal
ulad la velo
idad ẋ(t) y la a
elera
ión ẍ(t) a partir de x(t) =

exp(iωt). Sabiendo que exp iπ/2 = i (desfase de 90o ) y que exp iπ = −1 (desfase de 180o), poned lavelo
idad y la a
elera
ión 
omo exp [i(ωt + δ)] para dejar 
laro los desfases entre x, ẍ y ẍ.1.10 Tenemos una pelota de masa m 
er
a del fondo de un pozo, que está situado en en x = x0. Si la energíapoten
ial 
er
a del fondo se aproxima 
omo una parábola, U(x) ≃ U(x0) + 1
2

(

dU
dx

)

x=x0

(x − x0)
2, ¾a qué fre
uen
ia os
ilará la pelota en torno a la posi
ión x0?.1.11 A partir de la solu
ión del MAS (4) y de su velo
idad 
omprobar que Ec + U es 
onstante para todotiempo. En efe
to, esa 
onstante que se obtiene es la energía total del sistema, E = Ec +U , por tantoa
abas de demostrar que,

E =
1

2
kA2. (9)
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Físi
a II. os
ila
iones (2)
4. Otros sistemas 
on movimento armóni
o simple4.1. Muelle 
olgado en verti
al: el efe
to de la gravedadSobre una masa 
olgada verti
almente por un muelle a
túan dos fuerzas: la del muelle y la de la gravedad.Esto es,

F = −ky + mgEn la posi
ión de equilibrio del muelle 
olgado verti
almente y0, la fuerza del muelle se 
ompensa 
on lade la gravedad,
ky0 = mg.La fuerza total puede rees
ribirse enton
es 
omo

F = −k(y − y0) + mg − ky0 = −k(y − y0)Y la e
ua
ión del muelle queda, mÿ = −k(y− y0). Pero y0 es 
onstante, por tanto si de�nimos la variable
ŷ = y − y0, su a
elera
ión es la misma que y, esto es ¨̂y = ÿ. La e
ua
ión de movimiento es enton
es,

d2ŷ

dt2
= −

k

m
ŷ4.2. El péndulo simpleUn objeto puntual de masa m suspendido de una 
uerda (o una barra) de longitud L y de masa despre-
iable, �ja por su extremo superior. Véase la �gura Fig. (2).Las fuerzas que a
tuan sobre la masa del péndulo son la fuerza de la gravedad ~Fg = m~g y la tensión dela 
uerda ~T .La 
omponente del peso en la dire

ión tangente a la 
uerda Ft = mg sin θ no está equilibrada y portanto el 
uerpo se mueve en esta dire

ión. El 
uerpo se mueve a lo largo de la 
oordenada del ar
o de la
uerda, s, que está rela
ionada 
on el ángulo θ por,

s = Lθ (10)Fijaos que la 
oordenada s es positiva si θ > 0, es de
ir 
uando el 
uerpo está a la dere
ha de la verti
al(
omo en la �gura). Por tanto, la 
omponente tangen
ial del peso Ft va siembre en sentido 
ontrario de la
oordenada s (ver �gura). Esa es la razón de que el 
uerpo os
ile, porque existe una fuerza re
uperadora.Usando la Primera Ley de Newton,
Ft = −mg sin θ (11)

ms̈ = m
d2s

dt2
= −mg sin θ (12)5



Figura 2: Un péndulo simple.Derivemos ahora la rela
ión (10) frente al tiempo. Dado que L es 
onstante, ṡ = Lθ̇ y s̈ = Lθ̈. Por tantola e
ua
ión (12) resulta,
θ̈ = −

g

L
sin θ (13)Esta es la e
ua
ión que 
ontrola la evolu
ión del ángulo θ del péndulo 
on el tiempo, θ(t). En prin
ipio,no sabemos resolverla pues la a
elera
ión depende de una fun
ión 
ompli
ada del ángulo (el seno). Esde
ir, en general el movimiento del péndulo no será un movimiento armóni
o simple (MAS). Sin embargo,podemos sa
ar alguna informa
ión extra si suponemos que la amplitud del péndulo es pequeña, es de
irsi el ángulo de amplitud máxima θmáx es pequeño (véase la 
uestión 2.1)4.3. El péndulo físi
oEn este 
aso tenemos un obje
to 
ompa
to que 
uelga por algún punto �jo, fuera de su 
entro de masas(CM). Véase la �gura (3). En este 
aso (re
ordad las le

iones sobre sólido rígido) la gravedad generaun torque que será propor
ional a la distan
ia entre el punto �jo y el 
entro de masas, d en la �gura. Elvalor del torque viene dador por

~τ = −m~g × ~d (14)Siendo ~d el ve
tor que va desde el punto �jo al 
entro de masas. El signo × quiere de
ir produ
tove
torial, su valor es propor
ional al seno del ángulo que forman ~d y ~g. Es de
ir, −m~g× ~d = −mg d sin(θ).Otra forma de verlo, más intutiva, es darse 
uenta que el torque está siendo realizado en realidad por la
omponente tangen
ial de la gravedad (
omo en el péndulo físi
o), 
uyo valor era −mg sin θ. Este ve
tores perpendi
ular a ~d, por lo que el torque resulta ser simplemente el produ
to del módulo de ambosve
tores perpendi
ulares, mg d sin θ.Por otra parte re
ordad que la e
ua
ión de movimento del sólido rígido viene determinada por la rela
iónentre el torque y su a
elera
ión angular θ̈. En esta rela
ión �angular�, el momento de iner
ia del 
uerpo
I ha
e el papel de �masa�, la Segunda Ley de Newton para la rota
ión es,6



θ

mg

CM

Punto fijo, eje.

d

mg senθFigura 3: Cualquier objeto 
olgado por un punto que no sea su 
entro de masas es un péndulo físi
o.
τ = Iθ̈ (15)El torque total sobre el sólido es igual al produ
to del momento de iner
ia I por la a
elera
ión angular

θ̈. Ya podemos es
ribir la e
ua
ión de movimiento, arreglando términos de las e
ua
iones (14) y (15) seobtiene
θ̈ = −

mgd

I
sin θ (16)De nuevo obtenemos una a
elera
ión propor
ional al sin θ, por lo que el movimiento no se 
orrespondeen general 
on un movimento armóni
o simple. Sin embargo para ángulos pequeños podemos ha
er lasmismas 
onsidera
iones que hi
imos en el péndulo simple. E in
luso las mismas 
uestiones (
uestión 2.1).Algo sobre representa
ión 
on fun
ión 
omplejaPara algunos 
ál
ulos usaremos la fun
ión trigonométri
a 
ompleja exp(iθ). Vamos a introdu
ir algunaspropiedades simples de esta fun
ión.

exp(iθ) = cos θ + i sin θ (17)Esta fórmula es la denominada representa
ión de Moivre del número 
omplejo exp(iθ). Algunas propie-dades son:Suma de argumentos de la exponen
ial: exp(A + B) = exp(A) exp(B)Desfase de 180o, oposi
ión de fase: exp(iπ) = −1Desfase de 90o: exp(iπ/2) = i

7



Figura 4: Representa
ión de los números 
omplejos en un plano.
uestiones. -2-2.1 Obtener la e
ua
ión del ángulo del péndulo físi
o θ 
uando su amplitud máxima es muy peque-ña. Pista: para ello, hay que desarrollar la fun
ión sin θ en torno a θ ≃ 0, usando el desarrollode Taylor.2.2 Si has resuelto el anterior habrás visto que para os
ila
iones pequeñas, tenemos un MAS. ¾Cuales el periodo del péndulo enton
es?2.3 Bus
a la fre
uen
ia del péndulo simple por argumentos dimensionales. Imagina que no tienes niidea de e
ua
iones diferen
iales pero sabes que la fre
uen
ia de os
ila
ión debe depender de m,
L y g (
laro, en general de todos los parámetros del problema). Bueno, bus
a la 
ombina
iónaritméti
a (multipli
a
ión,división, et
..) entre estas variables que propor
iona unidades delinverso de un tiempo. Esa debe ser la rela
ión de la fre
ue
ia del péndulo. Por 
ierto, te sobrauna variable, no? Razona tu respuesta.2.4 Bus
a la fre
uen
ia del péndulo físi
o por argumentos dimensionales. Con la experien
ia previaintentamos también el análisis dimensional del péndulo físi
o. Los parámetros del problemason la masa del sólido m, la distan
ia eje-
entro de masas d, la gravedad g y el momento deiner
ia. Te apuesto lo que quieras a que si lo intentas no te sale. El problema es que vas aen
ontrar que existen varias 
ombina
iones aritméti
as entre estas variables que propor
ionanunidades de tiempo. Para en
ontrar la respuesta 
orre
ta tienes que pensar más. Fíjate queexisten tres variables que siempre van juntas en este problema, pues determinan el torque.Inténtalo ahora 
on las dos variables importantes del problema (torque y momento de iner
ia).El análisis dimensional es muy útil, pero a ve
es hay que ayudarlo 
on un po
o de no
ión físi
adel problema.

8



Físi
a II. os
ila
iones (3)
5. Breve le

ión sobre solu
ión de e
ua
iones diferen
iales ordi-narias (EDO's).Como las 
huletas me pare
en aburridas he de
idido mostraros 
omo dedu
ir las rela
iones que vienenahora de manera muy sen
illa. Se trata de ser 
apaz de resolver unas po
as e
ua
iones diferen
ialesordinarias, bastante simples. El método que os voy a mostrar es muy potente y se usa in
luso pararesolver problemas muy 
ompli
ados de físi
a de �uidos, 
alor, et
 ... Por supuesto, no llegaremos a eso.Supongamos que tenemos que una variable x depende de otra t. Esta frase es es
ribe así, x = x(t). Hastaahora, x es una posi
ión y t un tiempo. Una e
ua
ión diferen
ial ordinaria (EDO) es una rela
ión entrelas derivadas de x respe
to a t. Por ejemplo en la e
ua
ión del muelle teniamos la siguente EDO,

ẍ +
k

m
x = 0 (18)Donde la nota
ión ẍ signi�
a, 
omo ya sabemos,̈

x =
d2x

dt2En un 
aso más general (el os
ilador amortiguado), tenemos una dependen
ia extra 
on la primeraderivada temporal, la velo
idad ẋ;
ẍ +

γ

m
ẋ +

k

m
x = 0 (19)Para resolver este tipo de e
ua
iones vamos a lanzar una apuesta. Apostamos a que la solu
ión va 
omo

x(t) ∼ exp(Ωt) (20)Para ganar queremos que la apuesta sea lo más general posible. Para ello dejamos que el nú
leo de laapuesta, el número Ω sea un número 
omplejo. ¾ Porqué ? Sen
illo, si Ω es un número 
omplejo enton
es
Ω = Ωr + iΩi, y por tanto la solu
ión propuesta (apuesta) tendrá un dependen
ia 
on el tiempo en formade exponen
ial pura y otra parte os
ilatoria. En efe
to,

exp(Ω) = exp[(Ωr + iΩi)t] = exp(Ωrt) exp(iΩit) (21)O lo que es lo mismo, usando la representa
ión de Moivre exp(θ) = cosθ + i sin θ [re
ordad la rela
ión(17)℄, se tiene que
exp(Ω) = exp(Ωrt) [cos(Ωit) + i sin(Ωit)] . (22)Dado que x(t) es un número real, nos bastará 
on 
oger la parte real de nuestra apuesta 
omo solu
ión �nal.Fijaos que Ωr, la parte real de Ω nos da el tipo de dependen
ia exponen
ial pura, mientras que la parteimaginaria Ωi nos da un 
omportamiento os
ilatorio tipo cos(Ωit). En realidad si exp(iΩi) es solu
ión,enton
es una onda 
on 
ierto desfase es tambien solu
ión, por ejemplo exp [i (Ωit + π/2)] (re
ordad la
lase # 1). Por tanto, la solu
ión más general que podemos poner es,9



x(t) = exp(Ωrt) [a cos(Ωit) + b sin(Ωit)] (23)Donde a y b son dos 
onstantes que solamente podremos saber si 
ono
emos las 
ondi
iones ini
iales, esde
ir la posi
ion y velo
idad en el instante 
ero x(0) y ẋ(0). Re
ordad, que en la 
uestión 1.8 demos-tramos que siempre es posible en
ontrar una fase δ y una amplitud A que 
umplan, A cos(Ωit + δ) =
[a cos(Ωit) + b sin(Ωit)]. Por tanto, la solu
ión (23) puede expresarse también 
omo

x(t) = A exp(Ωrt) cos(Ωit + δ). (24)Bien, volvamos a nuestra apuesta ini
ial en la e
ua
ión (20) y juguemos la mano. Para ello solo hay quesaber derivar una exponen
ial (
ompli
adísimo):
d exp(Ωt)

dt
= Ω exp(Ωt) (25)

d2 exp(Ωt)

dt2
= Ω2 exp(Ωt). (26)Metamos nuestra apuesta (20) en la e
ua
ión diferen
ial, por ejemplo vayamos 
on la primera, e
ua
ióndel MAS, sin amortiguar (18). Derivando y sa
ando fa
tor 
omún, nos queda

(Ω2 + k/m) exp(Ωt) = 0 (27)Esto debe ser 
ierto para todo tiempo t, por tanto, no queda mas remedio que,
Ω2 = −k/mEs de
ir,

Ω =
√

−k/m = i
√

k/m (28)Puesto que el número 
omplejo puro i es pre
isamente i =
√
−1 (o lo habias olvidado?). La solu
iónpropuesta para
e que 
uadra:La parte real de Ω en la rela
ión (28) es nula, es de
ir Ωr = 0. Por tanto, según nuestra apuesta(22) no hay dependen
ias exponen
iales de x(t) 
on el tiempoSegún la solu
ión (28) Ω solo tiene parte imaginaria, es de
ir Ω = iΩi = i

√

k/m. Por tanto, simiramos ahora nuestra apuesta (22) nos damos 
uenta que la solu
ión �nal de x(t) es puramenteos
ilatoria. La fre
uen
ia angular de x(t) (a la que llamaré ω0) es
ω0 =

√

k/m (29)Introdu
iendo estos datos en la forma de la solu
ión general (24), se obtiene,
x(t) = A cos(ω0t + δ), siendo ω0 =

√

k/mTal y 
omo anun
iamos, sin justi�
a
ión en la 
lase # 1.Ahora vamos 
on las os
ila
iones amortiguadas 10



6. Os
ila
iones amortiguadasComo habreis adivinado, ningún sistema real es 
apaz de os
ilar y os
ilar hasta el �n de los tiempos. Esde
ir, no existe ningún sistema que 
umpla realmente la e
ua
ión del movimiento armóni
o simple (18).Desafortunadamente (o afortunadamente) todos estamos sometidos a fuerzas de fri

ión. Digo esto porqueeste tipo de fuerza surge del 
onta
to entre dos (o más) 
uerpos o elementos que 
omponen 
ualquiersistema me
áni
o. Lo pe
uliar de la fri

ión es que solamente apare
e 
uando los elementos en 
onta
tose mueven 
on distintas velo
idades. Por ejemplo, un nadador en una pis
ina en reposo siente una fuerzade fri

ión del agua a su alrededor 
uando se mueve. La fuerza de fri

ión que ha
e el agua en reposo espropor
ional a la velo
idad del nadador y va siempre en sentido 
ontrario a su movimiento (a su ve
torvelo
idad, para ser mas pre
isos). En nuestros ejemplos unidimensionales, esto se representa asi,
Ffriccion = −γẋ (30)Donde la 
onstante γ es el 
oe�
iente de fri

ión, que depende tanto del medio (el agua) 
omo de la formadel 
uerpo (el nadador). Vamos a dotar de �realidad� a nuestro muelle añadiendole una fuerza de fri

ión.

Ftotal = Fmuelle + Ffriccion = −γẋ − kxDado que Ftotal = mẍ, lo que resulta de todo esto es la siguiente e
ua
ión diferen
ial ordinaria,
ẍ +

γ

m
ẋ +

k

m
x = 0 (31)Fijaos que he dividido por la masa m del 
uerpo para que el término de a
elera
ión ẍ quede libre depre-
oe�
ientes. Sabemos por experien
ia propia que si el nadador deja de nadar, termina parándose.Es de
ir, pasado un tiempo �su�
iente� la fri

ión termina llevando al sistema al reposo: velo
idad ya
elera
ión nulas.Usemos ahora la misma apuesta de la se

ión anterior, en la e
ua
ión (20), para intentar sa
ar la solu
iónde la e
ua
ión (31). Usando el mismo pro
edimento, obtenemos

(

Ω2 +
γ

m
Ω +

k

m

)

exp(Ωt) = 0 (32)Para obtener Ω basta 
on resovler la e
ua
ión 
uadráti
a Ω2 + (γ/m)Ω + k/m = 0. Su solu
ión es
Ω =

γ

2m
±
√

( γ

2m

)2

−
k

m
(33)O lo que es lo mismo, invirtiendo el signo de dentro de la raíz y multipli
ando por i =

√
−1,

Ω = −
γ

2m
± i

√

k

m
−
( γ

2m

)2 (34)Interesante, ahora sí que tenemos una parte real en la solu
ión para nuestra apuesta Ω. Esta parte real
Ωr = −γ/(2m) propor
iona el efe
to más llamativo de la fri

ión: detener al sistema (es de
ir ha
er que suvelo
idad termine por ser nula, ẋ = 0). Por otra parte, Ωi, la parte imaginaria de Ω, que nos propor
ionala fre
uen
ia de os
ila
ión ha 
ambiado por efe
to de la fri

ión: de he
ho se ha redu
ido 
on respe
to a

11



la del muelle simple ω0 =
√

k/m. Ahora es,
Ωi =

√

ω2
0 −

( γ

2m

)2

. (35)En 
on
lusión, tenemos que la solu
ión de nuestra propuesta (22) para un os
ilador amortiguado tienedos 
ontribu
iones:Una 
aída exponen
ial, donde la 
onstante de de
aimiento es
Ωr = −

γ

2mUna parte os
ilatoria, 
on una fre
uen
ia de os
ila
ión ω que viene dada por (35), es de
ir,
ω = Ωi =

√

ω2
0 −

( γ

2m

)2

.Para obtener la solu
ión general basta sustituir Ωi y Ωr en la e
ua
ión (24) (o (23), es lo mismo). Fijaosque no sabemos 
uánto vale la amplitud A y la fase δ del movimiento. Para 
ono
erlas es ne
esario quenos digan 
omo perturbamos al muelle ini
ialmente. Por ejemplo, supongamos que a tiempo ini
ial
t = 0, 
ogemos el muelle y lo estiramos hasta x(0) = A, pero le dejamos a velo
idad nula ẋ(0) = 0:sustitutyendo en la solu
ión general (23), nos queda que a = A y que b = 0, asi pues

x(t) = A exp
(

−
γ

2m
t
)

cos(ωt), (36)Puedes 
omprobar que sale lo mismo si usas la solu
ión (24). La fre
uen
ia angular ω viene dada ahorapor la e
ua
ión (35). Como veis el término exponen
ial ha
e que la solu
ión de
rez
a 
on el tiempo hastapararse (bueno vale, hasta que x(t) y ẋ se ha
en in�nitamente pequeños).Hasta ahora no hemos jugado 
on el medio que ha
e la fri

ión. Pero 
laramente, no es lo mismo estirarun muelle en aire que estirar un muelle metido dentro de agua. El agua tiene mu
ha más fri

ión queel aire, de modo que el 
omportamiento del muelle puede llegar a 
ambiar radi
almente. Veamos estoanalizando la fre
uen
ia del muelle amortiguado, dada por la e
ua
ión (35).6.1. Os
ila
iones sub-amortiguadasSupongamos que la fri

ión es muy pequeña, es de
ir
γ

2m
<<

√

k

m
.Si nos �jamos en la e
ua
ión (35) el muelle os
ila 
on una fre
uen
ia 
asi igual a la de muelle ideal, esde
ir ω ≃

√

k/m. Sin embargo, 
omo puede verse en la �gura 5 la envolvente de la señal os
ilatoriade
ae suavemente, 
omo exp[−γ/(2m)t].6.2. Os
ila
iones 
ríti
amente amortiguadasSi aumentamos la fri

ión el tiempo que tarda en pararse el muelle disminuye y disminuye. A partir deuna fri

ión 
riti
a, el tiempo que tarda la fri

ión en parar al muelle es similar al periodo del muelle. Por12
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Figura 5: Un ejemplo de la posi
ión x(t) de un muelle subamortiguado de masa m = 1kg frente al tiempo
t.tanto, el muelle no es 
apaz de os
ilar. Esto o
urre 
uando γ/(2m) =

√

k/m. Fijaos que la fre
uen
ia seha
e zero en la e
ua
ión (35) Ωi = 0. Si miramos la solu
ión general (usando (23), nos queda
x(t) = A exp(−

γ

2m
t)es de
ir una 
aida exponen
ial, sin más.6.3. Os
ila
iones sobre-amortiguadasSi seguimos aumentando la fri

ión por en
ima de su valor 
ríti
o, no esperaremos en
ontrar os
ila
ionesnun
a más. Por el 
ontrario uno espera que la 
aída exponen
ial sea aún más rápida. Esto es lo queo
urre, en efe
to, si

γ

2m
>

√

k

menton
es vemos en la e
ua
ión (33) que la �fre
uen
ia� no tiene parte imaginaria (es de
ir parte os
ilatoria):el resultado es de pura 
aída exponen
ial
x(t) = A exp

[(

γ

2m
+

√

( γ

2m

)2

−
k

m

)

t

]Es de
ir el ritmo de 
aida es ahora in
luso mayor que en el 
aso 
ríti
o, γ/(2m), siendo γ

2m
+
√

( γ

2m
)2 − k

m
.7. Os
ila
iones forzadasComo la vida misma, si queremos mantener 
ualquier sistema os
ilando en el tiempo, sin parar, ne
esi-tamos darle una fuerza externa, una �forzante� que impida que se pare. Este es el os
ilador forzado, que13
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Figura 6: Compara
ión entre un muelle sobreamortiguado y uno subamortiguado.en realidad es el que se usa en los péndulos de reloj para que no paren (vamos, por eso hay que darles
uerda, para mantener la �forzante�). Ahora las fuerzas sobre el sistema son
Ftotal = Fmuelle + Ffriccion + Fexterna (37)Si queremos que el sistema os
ile, lo lógi
o es dare una fuerza externa Fexterna que sea os
ilatoria. Vamosa elegir ésta,

Fexterna = F0 cos(ωext) (38)La fre
uen
ia de la �forzante� es ωex, y la imponemos nosotros. Es de
ir, podemos elegir la que queramos.Sin embargo, 
omo veremos no todas las fre
uen
ias forzantes a
túan igual sobre el sistema. La razónes simple: el sistema tiene su propia fre
ue
ia �natural� ω0 que determina el tiempo (periodo) que tardael sistema en rea

ionar a una perturba
ión externa. Es intuitivo pensar que el sistema �sentirá� laperturba
ión periódi
a 
on más intensidad si la perturba
ión se ha
e a un ritmo similar al tiempo quetarda el sistema en rea

ionar. Esto se llama resonan
ia.La e
ua
ión diferen
ial que se obtiene, usando Ftotal = mẍ, la de
omposi
ión de fuerzas (37) y la fuerzaexternal (38) es,
ẍ +

γ

m
ẋ +

k

m
x =

F0

m
cos(ωext) (39)Para resolver esta e
ua
ión diferen
ial es ne
esario apostar fuerte. Por un lado, supongamos que tenemosuna solu
ión de (39), llamemosla, por ejemplo xp(t). Tomemos ahora la solu
ión del os
ilador amortiguado(
on forzante nula), la llamare xh(t). Ambas xp y xh 
umplen respe
tivamente,

d2xp

dt2
+

γ

m

dxp

dt
+

k

m
xp =

F0

m
cos(ωext) (40)

d2xh

dt2
+

γ

m

dxh

dt
+

k

m
xh = 0 (41)Pero si sumamos ambas solu
iones xp + xh en las e
ua
iones (40) y (41) vemos que también se 
umple la14



rela
ión bus
ada (39). Es de
ir,
d2(xh + xp)

dt2
+

γ

m

d(xh + xp)

dt
+

k

m
(xh + xp) =

F0

m
cos(ωext)Por tanto, la solu
ión general se 
ompone de dos partes, xh y xp. En 
on
reto deberíamos:1) en
ontrar una solu
ión parti
ular xp a la e
ua
ión (39) y2) sumarle la solu
ión xh del problema sin forzante.Ya 
ono
emos la solu
ión del problema sin forzante, xh(t): es la dada en la se

ión anterior por la fórmula(36). Sabemos que xh(t) termina por �desapare
er� debido al término de la exponen
ial de
re
iente

exp[−(γ/2m)t]. Por ello esta parte de la solu
ión xh(t) se denomina solu
ión transitoria. Nosotrosestamos más bien interesados en 
omo se 
omporta el sistema ante una forzante exterior que está siempreahí, forzando. Por tanto nos interesa la dinámi
a a tiempos largos, mu
ho mayores que el tiempo defri

ión t >> 2m/γ. Así pues nos olvidamos de la parte transitoria xh y nos 
entramos en la solu
iónparti
ular del problema xp(t).Por tanto, a partir de ahora a xp(t) la llamaré x(t), para abreviar.Antes de estudiar el problema del os
ilador forzado 
on amortiguamiento en la e
ua
ión (39), vamos a
onsiderar uno algo más simple: el os
ilador forzado SIN mortiguamiento! Su e
ua
ión de movimiento es
iertamente,
ẍ +

k

m
x =

F0

m
cos(ωext) (42)Para resolver esta e
ua
ión, podemos intentar nuestra apuesta del éxito (20) introdu
iéndla en (42). Este
amino es posible, pero tiene pequeñas 
ompli
a
iones (los interesados pueden intentarlo y preguntarmedudas). En su lugar vamos a usar una nueva apuesta mejor. Si os �jais en la e
ua
ión (42) tenemos una
ombina
ión de términos del tipo x(t) y ẍ a la dere
ha de la igualdad, igualados a un término forzantedel tipo cos(ωext). Esa fun
ión nos da una pista muy buena: pare
e que la solu
ión x(t) debe de os
ilar almismo ritmo que la forzante F0 cos(ωext). Por tanto 1 lo mejor es que apostemos por una solu
ión 
omo,

x(t) = A cos(ωext), (43)que al introdu
irla en (42) nos queda,
−Aω2

ex cos(ωext) +
k

m
A cos(ωext) = F0 cos(ωext).Por lo que, ordenando términos y simpli�
ando fa
tores 
omunes, tenemos,

A =
F0/m

(ω2
0 − ω2

ex)
(44)donde, 
omo siempre, ω0 =

√

k/m es la fre
uen
ia angular del os
ilador armóni
o simple.Efe
tivamente, al ex
itar al muelle sin amortiguamiento 
on una fre
uen
ia externa igual a su fre
uen
ianatural, su amplitud se ha
e in�nita: es de
ir en la realidad el sistema explota, se parte. Este fenómenoes un ejemplo extremo de resonan
ia. Vayamos por fín al os
ilador forzado 
on amortiguamiento paraver 
omo la fri

ión evita, hasta 
ierto punto, la explosión en la fre
uen
ia de resonan
ia.1Esto puede verse también asi: las derivadas de fun
iones trigonométri
as son también trigonometri
as. Ademas lasfun
iones trigonométri
as de distintas fre
uen
ias son todas �independientes�.15



Si intentais resolver la e
ua
ión (39) 
omo antes vais a tener un problema 
on el termino ẋ, porque alderivarlo os va a dar un sin(ωext), que no se elimina 
on el resto de los cos(ωext) que apare
en. La solu
iónpasa por ha
er otra apuesta más general:
x(t) = a cos(ωext) + b sin(ωext) (45)Sustituyendo la apuesta (45) en la e
ua
ión (39), igualando por un lado todos los términos que tengan

cos(ωext) y por otro todos los que tengan sin(ωext) se llega a un sistema de dos e
ua
iones para a y b (lodejo 
omo ejer
i
io). Finalmente podemos expresar la solu
ión 
omo,
x(t) = A cos(ωext − δ) (46)Donde la amplitud es,

A =
F0/m

√

(ω2
ex − ω2

0)
2
+
(

γωex

m

)2
(47)y la 
onstante de fase viene dad por

tan δ =
γωex

m(ω0 − ω2
ex)

(48)Analizaremos esta solu
ión del os
ilador forzado en las 
uestiones.
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uestiones -3-3.1 A partir de argumentos dimensionales en la e
ua
ión (31) haz una estima
ión del tiempoaso
iado a la fri

ión. Para ello, sigue estas pistas:¾ Qué unidades tiene la e
ua
ión (31) ?Todos los sumandos de 
ualquier e
ua
ión tienen las mismas unidades. Sabiendo esto sa
ala unidad de γ/m a partir de la unidad de la e
ua
ión (31) y verás 
omo sale el inversode un tiempo (ese tiempo es el que bus
as).3.2 Ese tiempo que bus
as es el tiempo de fri

ión; se trata aproximadamente del tiempo enque la fri

ión 
onsigue detener al os
ilador. Por otro lado, ya sabemos que la fre
uen
ia�natural� angular (en rad/seg) del muelle (no amortiguado) es ω0 =
√

k/m. Por tanto superiodo (segundos) es T0 = 2π/ω0 = 2π
√

m/k. Razona que pasará 
uando el tiempo de fri

iónsea mu
ho menor que el periodo natural del muelle, T0. ¾Qué pasará 
uando sea mu
ho mayor?.3.3 Cal
ular 
ómo varía la energía 
inéti
a Ec(t) del os
ilador amortiguado promediada en elperiodo de os
ila
ion T = 2π/ω. Este promedio es,
Ēc =

1

2T
m

∫ T

0

v2dt3.4 Cal
ulad el promedio de la energía poten
ial Ū de un os
ilador amortiguado a lo largo de unperiodo de os
ila
ión y ver 
omo varía en el tiempo. Re
ordad que U(x) = kx23.5 A partir de los 
ál
ulos anteriores ver 
omo depende 
on el tiempo la energía total promediadaen un periodo de os
ila
ión Ē(t) = Ēc(t) + Ū(t) del os
ilador amortiguado? Como veis Ēde
re
e 
on el tiempo. Pero si la energía total, se 
onserva ¾qué pasa 
on la energía que sepierde?3.6 Que de
ae más rápidamente, ¾la energía o la velo
idad del os
ilador?3.7 Obtener la 
onstante del muelle k y el 
oe�
iente de fri

ión γ del muelle de la �gura 5.3.8 ¾ Cuánto deberiamos de aumentar el 
oe�
iente de fri

ión del muelle de la �gura 5 para queya no sea 
apaz de os
ilar ?3.9 ¾Qué le o
urre al os
ilador forzado sin amortiguar 
uando la fre
uen
ia externa se elige iguala su fre
uen
ia natural, ωex = ω0 ?3.10 Obtén la amplitud (47) y 
onstante de fase (48) a partir la apuesta (45).3.11 Obtén la energía total de un os
ilador forzado, sabiendo que su solu
ión viene dada por lae
ua
ión (46).3.12 Dibuja esquemáti
amente 
omo depende la energía del os
ilador forzado (47) 
on la fre
uen
iaforzante. ¾Para que valor de la fre
uen
ia externa re
ibe más energía el os
ilador?3.13 El desfase entre la forzante F0 cos(ωext) y la solu
ión del os
ilador forzado A cos(ωext − δ) essiempre negativo (−δ). ¾Porqué? ¾Cuál es el desfase entre la fuerza externa y la posi
ión delos
ilador 
uando se entra en resonan
ia? 17


